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Alte und neue Geometrie zeigen uns die wunderbarſten 
Gegenſätze, und doch ſind es nicht zwei, ſondern nur eine 
und dieſelbe Wiſſenſchaft. Euclid, Archimedes, Apollonius 
haben Kunſtwerke geſchaffen, deren architektoniſches Gefüge feſt 
und unverrückbar iſt, und die zugleich jene ſchöne Symmetrie 
und Eleganz der Form an ſich tragen, welche in der alten 
Welt als ausſchließliches Eigenthum der Griechen erſcheinen. 
Monge, Poncelet, Steiner, die Repräſentanten der Jetztzeit 
ſind weniger Künſtler in Bezug auf die Darſtellung des Ein⸗ 
zelnen; aber ihr Blick im Ganzen iſt freier, umfaſſender und 
großartiger, als der der Griechen. 

Was von den Wiſſenſchaften im Allgemeinen, gilt ganz 
beſonders von der Mathematik. — In Bezug auf Fülle des 
Inhalts haben wir die Alten weit überflügelt; in Bezug auf 
Schönheit der Darftellung haben wir noch viel von ihnen zu ler⸗ 
nen. — Es war ein großer, durchgreifender Gedanke von Des- 
cartes und Schooten, das ganze Gebiet des Raumes vermöge der 
Coordinaten in das Gebiet des Calculs zu ziehen; aber es 
iſt nicht weniger wahr, daß ob dieſem Calcul ſehr häufig die 
geometriſche Phantaſie erloſch, und die Reſultate des Calculs 
in einer Unbeſtimmtheit erſchienen, welche von der Strenge 
und Beſtimmtheit der alten Geometer bedeutend abſtach. — 
Die Allgemeinheit der analytiſchen Methode machte nichts de⸗ 
ſto weniger viele Mathematiker gleichgültig gegen die alte 


Geometrie: Einige hielten fogar die Geometrie nur für eine 
ſpezielle Anwendung der Analyſis. — So finden wir nament⸗ 
lich im vorigen Jahrhundert, und ganz beſonders in der zwei⸗ 
ten Hälfte desſelben wenig Sinn für reine Geometrie; alle 
großen Mathematiker, ein Euler, Lagrange, Laplace waren 
Analytiker, und zogen durch die Gewalt ihres Genies die dii 
minorum gentium in ihre Bahnen hinein. — Nur Einzelne 
pflegten noch die alte Geometrie, vor allen Lambert, ſpäter 
Pfleiderer, Camerer, Hauber ꝛc., doch die letzten größten- 
theils ohne produktive Kraft, vorzugsweiſe bemüht, die alten 
Geometer zu commentiren und die Kenntniß ihrer Werke mög⸗ 
lichſt zu erhalten. — 

Da trat Monge auf mit ſeiner Geometrie descriptive, 
und von Neuem erwachte der Sinn für geometriſche Studien, 
der Sinn für die reine Betrachtung der Form. — Als aus⸗ 
gezeichneter Lehrer bildete er ausgezeichnete Schüler und vor⸗ 
zugsweiſe durch ihn kam die Geometrie dahin, „ihre Allge- 
meinheit und ihre anſchauliche Klarheit leichter über die Me⸗ 


chanik und die phyſikaliſch mathematiſchen Wiſſenſchaften zu 


verbreiten.“ 

Vi.eeles iſt ſeitdem in verwandter und abweichender Rich⸗ 
tung, namentlich auch von deutſchen Mathematikern geleiſtet 
worden; aber die Zeit neuer, großartiger Schöpfungen ſcheint 
vorüber zu ſein; daher wird es doppelte Pflicht, das Erwor⸗ 
bene zu ſammeln, und im Einzelnen zu größerer Vollendung 
auszuarbeiten. 

„Dieß iſt zunächſt der Zweck vorliegender Abhandlung. 
Schon in meinen früheren Arbeiten“) ſtrebte ich, „ die neu⸗ 


*) Die Lehre von den Transverſalen in ihrer Anwendung auf die 
Planimetrie. Winterthur 1843. 


Die harmoniſchen Verhältniſſe. Ein Beitrag zur neueren Geome⸗ 
trie. Erſter Theil, Winterthur 1845. 
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ere Geometrie fo mit der alten zu verſchmelzen, daß jene ih— 
ren Charakter der Allgemeinheit, dieſe ihre wohlbegründete 
Strenge der Form beibehält, und dennoch beide ein eng ver— 
bundenes, abgeſchloſſenes und organiſches Ganze bilden.“ Die— 
ſes Streben und die Durchführung desſelben iſt von be— 
währten Kritikern gebilligt und anerkannt worden; daher hoffe 
ich, daß auch die vorliegende, aus demſelben Streben er— 
wachſene Schrift Gnade vor'm Richterſtuhl der Kritik finden 
möge. — Specialſchriften, wie dieſe, ſcheinen mir nicht 
bloße curiosa in der mathematiſchen Literatur zu ſein und 
etwa nur als Uebungsſtoff des geometriſchen Scharfſinns zu 
ihrem Daſein berechtigt, ſondern ich halte dafür, daß erſt 
dann ein vollſtändiges und abgerundetes Syſtem der Geome— 
trie möglich wird, wenn alle Zweige derſelben eine ſpezielle, 
möglichſt umfaſſende und klare Bearbeitung erfahren haben. — 
Daß eine ſolche Bearbeitung aber zunächſt dem Dreiecke zu 
Theil werde, kann um ſo weniger auffallen, als ſich gerade 
dieſe Figur in den meiſten Gebilden der Geometrie reprodu— 
a 

Meine Vorgänger habe ich natürlich benutzt; doch hoffe 
ich von Sachkennern das Zeugniß zu erhalten, daß auch in 
dieſer Arbeit die Spuren ſelbſtſtändigen Forſchens am Tage 
liegen. — Manchem dürfte vielleicht die Ueberſchrift des er- 
ſten Abſchnittes auffallen, indem man dabei unwillkürlich an 
die trigonometriſchen Beziehungen zwiſchen den Winkeln und 
Seiten des Dreiecks erinnert wird; indeß ſcheint mir jener 
Titel wegen ſeiner Allgemeinheit 1225 fo gut auf die vorlie- 
gende Gruppe von Sätzen anwendbar, und hier um fo weni⸗ 
ger zweideutig, als in der ganzen rein geometriſchen Abhand- 
lung von trigonometriſchen Beziehungen gar keine Rede ſein 
kann. — 

Noch bleibt mir zu erwähnen, daß ich den Hülfsſatz 
im Anfange des Aten Abſchnittes, fo wie den eleganten Be- 
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weis zu Lehrſatz LVIII der Güte des Herrn Joh. Leuzin⸗ 
ger, alt Zeichnungslehrer hieſelbſt, verdanke, eines Mannes, 
der ſeltenen Scharfſinn in der Euklidiſchen Geometrie beur⸗ 
kundet. — N 

Ob es mir wirklich gelungen, die Strenge der Alten mit 
dem Geiſte der neuern Geometrie zu vereinigen, muß ich dem 
Urtheile der Sachkenner anheimgeben. Unſtreitig läßt dies 
Schriftchen Vieles zu wünſchen, und dankbar werde ich jeden 
Wink auf Verbeſſerung hinnehmen. Wenn es aber, mangel- 
haft, wie es iſt, dennoch etwas beiträgt, den Sinn für reine 
Geometrie zu beleben und auf die herrlichen Fundgruben in 
dieſem ſo lange brach gelegenen Felde von Neuem aufmerk⸗ 
ſam zu machen, dann iſt der Zweck, welcher mir bei Abfaſ— 
ſung deſſelben vorſchwebte, vollſtändig erreicht. — 


Winterthur den 1. November 1845. 


C. Adams. 
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Druckfehler. 


lies Ac. 
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2, Zeile 9 von oben, ſtatt A 
s - s 
16 5 unten, ſtat 


DR 
auf einander ſtehende lies: ſenkrecht auf 
einander ſtehende. 


e ee = BC lies A. 

24 = 13 = = hinter reziproken Werthe muß eingeſchaltet 
werden: der Radien. 

26 = 9 = oben), ſtatt Deeiecks lies Dreiecks. 

28 = 12 = unfn, ſtatt Dp lies DPI. — 

35 12 = oßen, ſtatt Lehrſatz VI lies Lehrſatz IV. 

38 = 13 = unten, ſtatt um dem lies: in den. 

43 13 =/oben, ſtatt Durchmeſiers lies: Durchmeſſers. 

44 18 unten, ſtatt G82 lies: G82. 
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„ Zuſatz. Für die vier erſten Zeilen dieſes Zu⸗ 
ſatzes fubftituire man Folgendes: Figur 10. 
Zieht man noch ZB und B10, fo iſt ZH: ZB 
= ABI: AB = BIC I: BC, mithin auch 
AO: 2R = BIC: BC, Hieraus folgt: 

= oben, ſtatt 216 lies: 2762. — 

2 - » 02? lies: 062. — 

und 11 von oben ſtatt DP lies DPı. 


Erſter Abſchnitt. 


Beziehungen zwiſchen den Winkeln und Seiten 
des Dreiecks. 


Lehrſatz J. 


5 Figur 1, a und b. 


Zieht man aus der Ecke A eines Dreiecks ABC zwei Gerade Aa, 
Aa fo, daß dieſelben mit den anliegenden Dreiecksſeiten gleiche Winkel 
bilden, nämlich / BAa = CAa, fo verhalten ſich die Rechtecke aus den 
einzelnen von B und € bis zu den Theilpunkten a und e gehenden Ab⸗ 
ſchnitten, wie die Quadrate der entſprechenden anliegenden Dreiecksſeiten, 
d. h. es iſt 1 
Ba. Ba : Ca. C = ABE: A2. 
Beweis. 
Es iſt f 
A ABa: A Ac = Ba: Ca und 
A ABa : A AGs = AB. Aa: AC. Ax. 
Hieraus folgt: 
Ba: C = AB, Aa: AG, Ac 
mithin iſt 
(I) Ba. AC. Ac = Ce. AB. Aa. 
Eben ſo hat man 
A AB: A Ada = Be: Ca und 
A ABa: A ACa = AB. Ad: AC, Aa 
mithin 120 
Ba : Ca = AB. A: AC. Aa und 
(II) Ba. Ac. Aa = Ca. AB. As. 
Aus (I) und (II) folgt ferner: 
Ba. Ba. Ad? = Ca. Cc. AB”? 
mithin iſt 
Ba. Ba : Ca. C = AB? : ACE. — 
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Zuſatz 1. 
Figur 2, a und b. 

Liegt a in der Mitte von BC oder auch in unendlicher Entfernung, 

fe ift Ba = Ca, und man hat folgende Proportion: 
Ba: Ce = ABZ; Ads d. h.: 

Wenn man in einem Dreieck ABC eine Gerade Aa aus der Ecke A 
nach der Mitte a der gegenüberliegenden Seite oder auch mit dieſer Seite 
parallel zieht, und ſodann an A0 den Winkel CAæ aufträgt, welcher dem 
Winkel BAa gleich iſt, jo wird die Grundlinie BC durch die Gerade Ada 
ſo getheilt, daß ſich die einzelnen Abſchnitte zu einander verhalten, wie 
die Quadrate der anliegenden Dreiecksſeiten. 

Iſt der Winkel BAC ein Rechter, fo ſteht Ac ſenkrecht auf BC. Da 
nämlich in dieſem Falle ö 

/ aAB= / ABa = 90 — / ACB und auch 
ZECKEN o iſt 

J. Caæx + / ACB = 90 mithin auch 

Z. AA = 90°, 

Dies führt zu dem bekannten Satze: 

Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreieck aus dem Scheitel des 
rechten Winkels ein Perpendikel auf die Hypothenuſe zieht, ſo verhalten 
ſich die dadurch entſtehenden Abſchnitte der Hypothenuſe wie die Quadrate 
der anliegenden Catheten. 

Zuſatz 2. 

Dividirt man (I) durch (II), fo erhält man; 

Ba. A __ Ca. Aa 
Ba. Aa Ca. A0 mithin 


iſt au 
f 0 Ba. Ca. Aa? 


Bo. C aA oder 
Ba. Ca: Bei C = Aa? : Ag d. h.: 
zieht man in einem Dreieck ABC aus einer Ecke A zwei Geraden Aa, 
Ad fo, daß dieſelben mit den anliegenden Dreiecksſeiten gleiche Winkel 
bilden, ſo verhalten ſich die Quadrate dieſer Geraden eben ſo, wie die 
Rechtecke aus den entſprechenden Abſchnitten der dritten Dreiecksſeite. 


Lehrſatz II. 
Figur 1, a und b. 


Umgekehrt: Iſt die Seite BC eines Dreiecks ABC in den Punkten 
a und « fo getheilt, daß die Relation: 


er 


Ba. Ba : Ca. C = AB? ; AC#® 
ftatt findet, und man zieht aus den Theilpunkten a, & nach der gegen» 
überliegenden Ecke des Dreiecks die Geraden Aa, Az, fo find die Wins 
kel BAa und Cas einander gleich. — 


Beweis. 


Wäre Winkel BAa nicht gleich CA, fo könnte man eine Gerade 
Aa, fo ziehen, daß BAa. = L. CAæ würde. In Folge von Lehrſ. I 
hätte man alsdann: 

Bas, Ba: Cal. Cx = AB? : Ade. Aber p. h. 
Ba. Bx : Ca. C = AB? : AC®, 

Hieraus folgt: 

Bay. Gar ; 
Ba Ca mithin auch 
Ba, : Ca: K Ba, Ba: da E Ba d. i. 


Ba, : BC = Ba: BG d. h. ® 
Ba, = Ba, mithin fällt der Punkt a, mit dem Punkt a zuſammen. — 
Zuſatz. 


Fallen die Punkte a und a zuſammen, jo wird entweder der Win⸗ 
kel BAC oder fein Nebenwinkel halbirt. In beiden Fällen hat man 
Ba? : Ca? = AB? ; AC?, mithin iſt auch 
Ba A‚‚⁹‚‚⁰»ůã h 
Halbirt man den Winkel eines Dreiecks, oder auch deſſen Neben— 
winkel, und verlängert die Halbirungslinie, bis ſie die gegenüberliegende 
Seite trifft, ſo verhalten ſich die dadurch entſtehenden Abſchnitte dieſer 
Seite, wie die anliegenden Seiten des Dreiecks. 
Dieſer bekannte Satz iſt alſo ein ſpezieller Fall unſeres allgemeinen 
Satzes. 


Lehrſatz III. 
Figur 3. 


Beſchreibt man um ein Dreieck ABC einen Kreis CZ), zieht durch 
die Endpunkte B, C einer Seite BC Tangenten an den Kreis, welche 
ſich in D ſchneiden und zieht endlich die Gerade Ab, welche der Seite 
BC in à begegnet, fo verhalten ſich die Abſchnitte Ba, Co dieſer Seite, 
wie die Quadrate der anliegenden Dreiecksſeiten, d. h., es iſt 

Ba: Ca = AB? : AC, 


4 — 4 


Beweis. 


Man ziehe durch A mit BC die Parallele AA,, welche dem Kreis 
zum zweitenmal in Ar begegnet und verbinde den Punkt A, mit den Punk⸗ 
ten B, C, D durch die Geraden A,C, AB, A,D: dann iſt 

A ABG = A ABC und / CAE = / BAB. 


Da ferner EF mit BC parallel, und D der Pol von BC ift, fo ſchnei⸗ 
den ſich in dem Vierecke AA FE die Diagonalen AF und A E in der Mitte 
a der Geraden BC. (Siehe meine Lehre von den Transverſalen Lehr: 
fa LXX). — 

Hieraus folgt | 
. BAa = / BAF = . EAC 
mithin nach Lehrſ. 1. Zuf. 1. 

Bœ : C = ABE: 402. — 
Zuſatz 1. 

Zieht man noch durch A an den Kreis (2) die Tangente Ac, wel⸗ 
che der BC in a, begegnet, fo iſt Aa, die Polare des Punktes A (Siehe 
meine harmoniſchen Verhältniſſe Seite 266); und da BC die Polare des 
Punktes D iſt, fo iſt a1 der Pol von AD (Harm. Vhn. A. 2. Lehrſ. 
LXXIX), mithin die Punkte B, a, C, ar vier harmoniſche Punkte d. h. 
es iſt i 

Ba : C& = Bar: Cn 
und demnach auch 
Ba: : Ca. = AB? : AC®, 
Eben fo findet man 
Ba : Ca = BE? : GE. 
Ad: Ex = AB? : EB*, 
— AU EC und 
AD: DE = AB? : EB? 
— AC? : EG. — 


Zuſatz 2 


Bezeichnet man den Radius des Kreiſes (2) mit R, ſo iſt 
Adı? = Gil — R? 
= dra? + a2? — R. 
BD? = Bas + aD? = RZ — az? + aD? 
demnach 
Adi + BD? = dia? + aD? = Das”: 
Da ferner ½ der Pol von AE, D der Pol von BC ift, fo iſt Des 


* 


1 


N. 
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4 die Polare von « (Harm. Vhn. Lehrſ. LXXIX), und die Gerade Zu ſteht 


ſenkrecht auf Dat. — 
Endlich iſt noch, weil a in der Mitte von BC liegt: 


ana. 2 erk. and (Siehe harm. Vhn. 1. Abſchnitt, Lehrſ. IX), 


und da auch A? = a. 410, fo iſt 
A? = Gn. a2, d. h. die Tangente «2A die mittlere Proportio⸗ 
nale zwiſchen den Segmenten r und aa. — 
Zuſatz 3. 
Da L BAa = V CAe, fo folgt allgemein: 
Iſt ein Dreieck ABC einem Kreiſe einbeſchrieben und man zieht durch 


die einzelnen Ecken deſſelben Tangenten an den Kreis, welche ein neues 


Dreieck DEF bilden, fo machen die Verbindungslinien AD, BE, CF der 
entſprechenden Ecken mit den Seiten des Dreiecks ABC ganz diefelben Win⸗ 
kel, wie die aus den Ecken des Dreiecks ABC nach den Mitten ihrer 
gegenüberliegenden Seiten gezogenen Geraden. — 

Da ſich ferner die letzten Geraden in Einem Punkt (dem Schwer⸗ 
punkt des Dreiecks) durchſchneiden, fo iſt dasſelbe mit den erſten drei Ge— 
raden der Fall, d. h. die Dreiecke ABC und DEF find in collinearer Lage 
(Siehe harm. Vhn. A. 2. Lehrſ. XXXIII.) 

Zuſatz 4. 

Zieht man durch irgend einen Punkt M der AD mit AE, die Gerade 
MN parallel, welche die AB in L, die A0 in N trifft, fo it ML=MN. 
(Harm Vhn. A. 1. Lehrſ. XIII. Zuſ. 2.) 

Dieſer letzte Satz, der ſich aus der Natur des harmoniſchen Strah- 
lenbüſchels ergibt, iſt kürzlich beſonders von Chasles mitgetheilt worden, 
und zwar mit der Bemerkung, daß derſelbe für die Theorie der ſtereogra— 
phiſchen Projektion von Wichtigkeit ſei. Siehe Journal de mathema- 
liques publié par Liouville Juillet 1842 p. 272, — 


Lehrſatz IV. 
Figur 4. 


Beſchreibt man um ein Dreieck ABC einen Kreis (2) und zieht aus 
einer Ecke A durch den Mittelpunkt 2 die Gerade AZ, welche der BC in 
a begegnet, und zugleich von A auf BC die Senkrechte Ac, fo verhalten 
ſich die Rechtecke aus den einzelnen von B und C bis zu den Theilpunfs 
ten A und & gehenden Abſchnitten, wie die Quadrate der entſprechenden 
anliegenden Dreiecksſeiten, d. h. es iſt 

Ba, Be: Ca. Ca = AB?: AG”, 


0 


Beweis. 


Man verlängere Aa und Ar, bis fie dem Kreis zum zweitenmal in 
D und E begegnen, und ziehe DE, fo iſt wegen des Durchmeſſers AD, 
C AED = 90° = / Asa, d. h. DE parallel mit BC, folglich 

arc. BD = arc. CE und 
/ BAa = . CA. 
Demnach folgt die Richtigkeit unſeres Satzes aus Lehrſ. I. — 
Zu ſatz. 

Zieht man noch BD, fo entſteht ein Dreieck ABD, welches dem Drei- 
eck Acc ähnlich iſt. 

Aus dieſer Aehnlichkeit folgt: 

AB: AD = A : AC 
mithin iſt 
| AB. AC = AD. As d. h. 
das Rechteck aus je zwei Dreiecksſeiten iſt gleich dem Rechteck aus dem 
Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes und dem auf die dritte Seite ge— 
fällten Höhenperpendikel. — 
Multiplicirt man die letzte Gleichung noch mit BC, fo erhält man 
AB. AC. BG = AD. A. BC. 

Nun iſt aber Aa. BE = 2 A ABC 

demnach 
AB. Ad. BC = 2 AD A ABC. 
—= AR i d. % 

das Produkt ſämmtlicher Dreiecksſeiten ift gleich dem Produkt aus 
dem doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes in den Flächenin⸗ 
halt des Dreiecks. 

Oder mit anderen Worten: 

Das ſenkrechte Parallelepipedum aus den drei Seiten eines Dreiecks 
iſt gleich einem ſenkrechten Prisma, deſſen Grundfläche das gegebene Drei— 
eck iſt, und deſſen Höhe dem doppelten Durchmeſſer des dem au ums 
ſchriebenen Kreiſes gleich kommt. 


Lehrſatz V. 
Figur 5. 
Wenn man in einem rechtwinkeligen Dreieck ABC den rechten Winkel 
A halbirt, und im Punkte a, wo die Halbirungslinie Aa die Hypothenuſe 
trifft, ein Perpendikel aD auf dieſe errichtet, fo ſchneidet dieſes Perpendikel von 
den Katheten des Dreiecks gleiche Segmente ab, d. h. es iſt BD = CE. — 


Beweis. 


Da der Winkel A halbirt iſt, ſo hat man 
AB: AC = Ba: Ca. 
Ferner folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
ABC und Bab 
AB: AC = Ba: ab 


Demnach iſt 
Ba: Ca = Ba: ab 
folglich (a aD) 
A CGaE = A Bab 
und BD = CE. 
Zufak. 


Aus der Gleichheit der Dreiecke Bab und Ca folgt noch Ba ak. 
Auch iſt wegen des bei A und a rechtwinkeligen Vierecks ABaE 
CA. CE = Ca. CB oder 
CA. BD = aD, BC 
welche Ausdrücke zugleich den doppelten Inhalt des Dreiecks BED be- 
zeichnen. — 


Lehrſatz VI. 


Figur 6, a und b. 


Zieht man aus zwei Ecken B, C eines Dreiecks ABC je zwei Gera⸗ 
den Bb, BS, Ce, Cy, welche einzeln mit den beiden anliegenden Dreiecks 
ſeiten gleiche Winkel bilden, nämlich 

/ ABb 1 CBP 

e 
und man verbindet die dritte Ecke A des Dreiecks mit den Durchſchnitten 
0, Q, O, 0x dieſer Geraden, fo entſtehen auch bei A zwei Paare glei— 
cher Winkel, nämlich 

J BAO = L CA 

e 2 080. 

Beweis. 


Zufolge Lehrſatz J. tft: 
Ab. Aß : Cb. CH = AB? : BC? 
Be. By: Ac. Ay = BC? : AGs. 
Hieraus folgt: 
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() Ab. Aß. Bo. By : Ac. Ay. Cb. C = AB? : AC? 

Da ſich aber die Geraden Aa, Bb, Ce in einem Punkt O, und die 
Geraden Az, Bß, Cy in Einem Punkt O durchſchneiden, fo hat man, 
(ſiehe meine Lehre von den Transverſalen Lehrſ. III.): 

Ab. Be. Ca. = Ac. Ba. Cb und 
a Aß. By. C = Ay. Ba, CG, 
mithin iſt auch 
(I) Ab. Ag. Be. By : Ac. Ay. Cb. ( = Ba. Be : Ca. Ce 
Aus (D und (I) folgt 
Ba. Ba : Ca. Ca = AB? : A d. h. 
/.BAa — L (Aa, oder was daſſelbe 
J BAO = CA (ſiehe Lehrſ. II.) — 

Ebenſo wird gezeigt, daß die Winkel BAO, und CAQ, einander gleich 
ſind. — 

Zuſatz 1. 

Halbiren die Geraden Bb und Ce die Winkel B und C des 
Dreiecks ABC, oder auch deren Nebenwinkel, ſo fallen die Geraden Bb, 
39 und eben fo die Geraden Ce, Cy in eine Gerade zuſammen. Da ſich 
aber dieſe beiden Geraden nur in einem Punkte durchſchneiden können, ſo 
fallen auch die Geraden Aa und As zuſammen, d. h. die Gerade Aa hal⸗ 
birt den Winkel A des Dreiecks ABC. 

Hieraus folgt: 

4) Die drei Halbirungslinien der Winkel eines Dreiecks ſchneiden ſich 
in Einem Punkt. 

2) Von den ſechs Geraden, welche einzeln die Winkel eines Dreiecks 
und deren Nebenwinkel halbiren, ſchneiden ſich viermal drei in 
Einem Punkt. — 

Zuſatz 2. 

Nach Lehrſatz I., Zuſatz 2 iſt: \ 

Aa? : Aa” = Ba. Ca: Be. Ca. Ebenſo iſt 
Bb? : BSE = Ab. Ch : AP. Cg. 
Ce? : CY? = Ac. Be : Ay. By. 

Hieraus folgt: 

Aa2. Bb?. Ce? : Az. BHE. Gy? = Ab. Be. Ca X Ac. Ba, Ch: 

AP. By. C X Ay. Ba. CP. 

Da aber 

Ac. Ba. Cb — Ab. Be. Ca und 
Ay. Be. CB = AP. By. Cæ 
fo ergibt ſich: 
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Aa. Bb. C: Aa. BP. Cy = Ab. Be. Ca: AP. By. Ca d. h. 
zieht man aus den einzelnen Ecken eines Dreiecks je zwei Geraden, 
welche mit den umliegenden Seiten des Dreiecks beliebige, aber unter 
ſich gleiche Winkel bilden und überdieß je drei und drei durch zwei Punkte 
0, O (0, Qx) gehen, fo verhält ſich das Produkt der drei erſten Ge— 
raden zum Produkt der drei anderen, wie das Produkt der drei getrenn⸗ 
ten Abſchnitte, welche durch die erſten Geraden auf den Dreiecksſeiten 
gebildet werden, ſich zu dem Produkt derjenigen drei getrennten Abſchnitte 
verhält, welche durch die drei anderen Geraden auf den Dreiecksſeiten 
entſtehen. — 


Zuſatz 3. 
Bezeichnen wir nach dem Vorgange von Moͤbius das Verhältniß 
AC 


Se : = durch CA, B, C, PD) fo iſt (Harm. Vhn. A. 1 Lehrſ. XXIV): 


(A, c, Yı B) = (b, O, Or, B) = (, 2 Q, B) = (C, a, Ar, B) 
= (C, a, c, B) 
mithin ſchneiden ſich die Geraden A0, ac, azy und eben fo AC, an, 
ay in einem und demſelben Punkt, oder was daſſelbe: es liegt der Durch— 
ſchnitt von ac und 2 auf AC. Eben ſo liegt der Durchſchnitt von 
1c und ay auf A0. 
Bezeichnen wir dieſe Durchſchnitte mit be, Be, fo find (Harm. Ver⸗ 
hältniſſe Abſchnitt 1 Lehrſatz XVI) ſowohl die Punkte 
A, b, C, b, als die Punkte 
A, 6, C, 51 
vier harmoniſche Punkte. Die Linie 40 iſt demnach nach zwei erscht 
denen Verhältniſſen harmoniſch getheilt, und kann mithin als eine invo⸗ 
lutoriſche Grade betrachtet werden, in welcher A und C die Hauptpunkte 
find. (Harm. Vhn. A. 1. Lehrſ. XXXI und Lehrſ. XXXV Zuf. 2). 
Daſſelbe gilt von den beiden anderen Seiten AB, BC des e, 
wenn man die Geraden 
ab, 1 
Arb, aß Lc. 
bis zu ihren entſprechenden Durchſchnitten verlängert. 


Lehrſatz VII. 


Figur 7, a und b 


Halbirt man einen Dreieckswinkel A oder auch deſſen Nebenwinkel 
durch die Gerade AD, welche der gegenüberliegenden Seite in D begeg— 
2 


\ 


e 


net, fo tft das Rechteck aus den beiden Dreiecksſeiten, welche im Schei⸗ 
tel des halbirten Winkels zuſammenſtoßen, gleich dem Rechtecke aus den 
beiden Abſchnitten der dritten Seite, plus oder minus dem Quadrat der 
Halbirungslinie, je nachdem der Winkel ſelbſt oder ſein Nebenwinkel ah 
birt wurde, d. h. 
AB. AC = BD. CD + AD? 
Beweis. 


Man beſchreibe um das Dreieck ABC einen Kreis, verlängere AD 
bis ſie zum zweitenmal dem Kreis in E begegnet und ziehe CE, dann 
iſt wegen Aehnlichkeit der Dreiecke BAD und AEC: 

AB: Ab = AE: AC, mithin 
AB. Ad = Ab. AE = AD (DE + AD) 
— AD. DE + AD? 
— BD. CD + AD”, 


Lehrſatz VIII. 


Fig ur 8, a und b. 


Wenn die Halbirungslinien von zwei Winkeln eines Dreiecks oder 
auch ihrer Nebenwinkel einander gleich ſind, ſo iſt das Dreieck ein gleich⸗ 
ſchenkeliges. 


Beweis. 
Es iſt 
BC: AB = CE: AE (1) 
BC: AC = BD: AD (2) 


+ BE2 = AB. BC — AE. CE (3) 
+ CD? = Ad. BC — Ab. BD (4) 
Da p. h. BE — CD, fo folgt aus (3) und (4) 
AC. BG — AD. BD — AB. Bd — AE. CE (5) 
Nun iſt aber 
AG = AE E CNE 
AB = AD + BD 
mithin, wenn wir dieſe Werthe in (5) ſubſtituiren: 
BC. AE ＋ BC. CE — AD. BD = BC. AD # BG. BD — AE. CE (6) 
Nach (1) iſt BC. AE = CE (AD + BD) 
| (2) BC; AD = BD (AE + CE) 
Aus (6) wird demnach, wenn wir dieſe Ausdrücke ſubſtituiren, und 
die gleichen Glieder CE. BD auf beiden Seiten weglaſſen: 
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CE. AD + BC. CE — AD. BD — BD. AE + BC. BD — AE. CE 
mithin 
CE (AD # BC + AE) = BD (AD + BC + AE) 

folglich CE = BD. 

In den Dreiecken BEC und BDC iind daher alle Seiten gleich, mit⸗ 
hin dieſe Dreiecke congruent und 

L ECB = L DBC, mithin auch 
AB = AG, 


Beweis 2. 


Betrachtet man A0 als Transverſale des Dreiecks BOD, ſo iſt 
(Trſ. Lehrſ. D: 
OC. BE. AD = OE. AB. CD. 
Da aber p. h. BE = CD, fo iſt auch 
(1) Od. AD — OE. AB, 


Da nun AO den Winkel BAC halbirt, fo iſt 
OC: OD = A: AD mithin 
(2) OC. AD = Ob. 40. 
Aus (1) und (2) folgt 
OE. AB = OD. Ad mithin 
AB: AC = OD: OE. 


Wäre nun AB nicht gleich 40, ſondern etwa größer, ſo hätte man 
auch OD > Ok. 
Aus AB > AC folgt aber ferner: 
L ACB > L ABC und daher auch 
ACO > ABO, 
Da ferner Z EOC = L DOB, fo ift umgekehrt: 
L OEC < L ODB. 
Da alſo 0D Y OE, J OD B N L OEC iſt, fo muß offenbar die f“ 
von 0 auf AB gefällte Senkr chte e Op AN das von O auf AC 2 Be 
gefällte Perpendikel 0g fein. y ran 5 gen IR ge Zoe. 
Dies Reſultat iſt ungereimt, weil 0 auf der Halbirungslinie des 
Winkels ABC liegt. Unſere Vorausſetzung iſt demnach falſch, d. h. es 
kann nicht AB > Ac und eben fo wenig A0 > AB fein. Es iſt alſo 
AB = A, wie zu beweiſen war. — ö 


Anmerkung. 


Beweis 1 it von Moosbrugger. Siehe Grunerts Archib IV, 
Pag. 330, 


FR 
Lehrſat IX. 


Figur 9, a und b. 


Zieht man aus einer Ecke A eines Dreiecks ABC zwei Gerade AD, 


AE fo nach der Grundlinie, daß L ADG = BAG, Z AEB LBA, 
ſo finden folgende Beziehungen ſtatt: 


10 


2) 


30 


4) 


9) 


Jede der in A zuſammenſtoßenden Dreiecksſeiten ift die mittlere 
Proportionale zwiſchen der dritten Seite BC des Dreiecks und 
demjenigen Abſchnitte dieſer Seite, welcher einerſeits von der be— 
treffenden Dreiecksſeite, andererſeits von einer vn neu gezogenen 
Geraden AD, AE begrenzt wird, d. h. 
AB? = BC. BE 
ACG = B50. CD, 
Die Abſchnitte der dritten Seite BC verhalten ſich zu einander, 
wie die Quadrate der an ihnen anliegenden Dreiecksſeiten, d. h. 
BE CD: = AB? Ar, 
Jede der neu gezogenen Geraden AD, AE iſt die mittlere Propor⸗ 
tionale zwiſchen den Abſchnitten der dritten Seite, d. h. 
AD? = AE? = BE. CD, 
Das Rechteck aus den beiden in A zuſammen ſtoßenden Dreiecks⸗ 
ſeiten iſt gleich dem Rechteck aus der dritten Seite BC und einer 
der neu gezogenen Geraden AD, AE, d. h. 
AB. ACG = BC. AD = BG. AE. 
Die Summe der Quadrate der in A zuſammenſtoßenden Dreiecks⸗ 
ſeiten iſt gleich dem Quadrat der dritten Seite plus dem Rechteck 
über dieſer Seite und dem Abſtande der auf dieſer Seite liegen⸗ 
den Theilpunkte, d. h. 
AB? + AC? = BC? + BG. DE. 


Beweis. 


Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ABC, ABE, ACD folgt: 


AB: AC: BC = BE: AE: AB = AD: CD: AC. 


Aus dieſer Proportion folgt: 


AB — BC. BE 
(0% Ac = BC. cb 


Aus (I) folgt: 


(II) BE: CD ABZ: AC”. 


Aus der urſprünglichen Proportion folgt ferner: 


AD, AE = BE, CD 


oder da AD = AE. | 
(III) Abe = AE = BE. CD, 
- Eben fo folgt aus jener Proportion: 
(IV) AB. Ad = BC. AD = BC. AE. 
Addirt man die Relationen CI), fo erhält man 
AB + AC? = BC (BE + CD) N 
Nun ift aber BE + cD = BC + DE, mithin a . 8 0 
AB? ＋ AC? = BC (BC + DE) oder Ye £ 3 
CV) AB? + Ad = BC? + BC. DE. — \/34Al= 2LBl DE, 
AZuſatz. 
Iſt das Dreieck in A rechtwinkelig, fo fallen die Geraden AD, AE 
in eine einzige Gerade AA, zuſammen, welche zugleich auf BC ſenkrecht 
ſteht. — Dieſer Fall führt uns zu einem ganz bekannten Satze. Siehe 
Legendre III, 23. 
Iſt das Dreieck in C rechtwinkelig, fo bildet eine der Geraden AD, 
AE (wir nehmen an AE) mit der Seite AB einen rechten Winkel. — 
Nach W ift aber 


AB ＋ AC = BGO + BC, DE, 
oder da DE = 2CE Ben 
AB? + AQ = BC? + 2BC. CE 

Nun iſt nach (I) 

BC. CE = Ac folglich 

AB? + ACE = BC? + 2A 

oder 
AB? — ACE = BC” 

Dies ift der Pythagoriſche Lehrſatz, der alfo nur eine Folgerung un⸗ 
ſeres allgemeinen Satzes iſt. 

Sind die in A zuſammenſtoßenden Seiten gleich, ſo werden die aus 
A gezogenen Geraden AD, AE einzeln den Abſchnitten CD, BE der drit⸗ 
ten Seite BC gleich. Iſt das Dreieck über eine der in A zuſammenſtoſ⸗ 
ſenden Seiten gleichſchenkelig, d. h. AC = BC (oder auch AB = BC), 
jo fällt jedesmal eine der neu gezogenen Geraden AD (AE) mit jener 
Seite AB (A0) zuſammen. 

Iſt das Dreieck gleichſchenkelig über AB und zugleich rechtwinkelig 
in G, fo fällt eine der Geraden AD, AE mit AB zuſammen, die andere 
ſteht ſenkrecht auf derſelbden. — 

Iſt das Dreieck gleichſeitig, ſo fallen die Geraden Ab und AE mit 
den Seiten AB und 40 des Dreiecks zuſammen. — 


Zweiter Abſchnitt 


Der umſchriebene und die vier berührenden Kreiſe. 


Lehrſatz X. 
Figur 10. 


Der dem Dreieck umſchriebene Kreis geht durch die Mitten der Ge⸗ 
raden, welche die Mittelpunkte der drei auswärts berührenden Kreiſe 
verbinden. — 


Beweis. 


Es ſei s der Mittelpunkt des einbeſchriebenen, Sı, 82, ss die Mit⸗ 
telpunkte der drei auswärts berührenden Kreiſe, welche Mittelpunkte be⸗ 
kanntlich erhalten werden, indem man die innern und äußern Winkel 
des Dreiecks halbirt: (Siehe Lehrf. VI, Zuſ. 1) dann iſt zu zeigen, daß 
D in der Mitte von Sz ss liegt. 

Nun iſt 

83 B82 83 8 90°, 

mithin liegen die Punkte 83, B, C, S im Umfange eines Kreiſes, deſ— 
fen Mittelpunkt der Durchſchnitt von 82 ss und der auf der Mitte von 
BC errichteten Senkrechten iſt. Dieſer Durchſchnitt iſt aber kein anderer 
als der Punkt D, in welchem S2 ss den Kreis (2) zum zweitenmal 
durchſchneidet. Da nämlich E in der Mitte des Bogens BC liegt und 
2. DAE = 900, fo ift ED die auf der Mitte von BC errichtete Senk⸗ 
rechte, mithin DPS: = DSz, wie zu beweifen war. — 

Eben ſo wird gezeigt, daß der Kreis (2) durch die Mitten der 
Geraden 8, 8a, S. ss geht. 


Zu ſatz. 
Da die Geraden S,A, S.B, 830 einzeln auf den Seiten 88s, 


S183, 8582 ſenkrecht ſtehen, fo iſt S der Durchſchnittspunkt der Höhen- 
perpendikel im Dreieck 878283. Daraus folgt: 
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In jedem Dreieck iſt der Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes 
zugleich der Durchſchnitt der Höhenperpendikel für dasjenige Dreieck, wel⸗ 
ches zu Ecken die Mittelpunkte der drei auswärts berührenden Kreiſe hat. 

Oder mit anderen Worten: 

In jedem Dreieck iſt der Durchſchnittspunkt der Höhenperpendikel 
zugleich der Mittelpunkt des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes. 

Auch folgt: 

Der dem Höhendreieck umſchriebene Kreis geht zugleich durch die 
Mitten der Seiten des urſprünglichen Dreiecks. 

Ferner; 

Die Ecken eines Dreiecks ſind zugleich die Mittelpunkte der das Hö⸗ 
hendreieck auswärts berührenden Kreiſe. 


Lehrſatz XI. 


Figur 10. 

Die Punkte, in welchen die Halbirungslinien der inneren Dreiecks⸗ 
winkel den umſchriebenen Kreis durchſchneiden, ſind die Mittelpunkte 
dreier neuen Kreiſe, welche einzeln durch je zwei Ecken des Dreiecks, 
durch den Mittelpunkt des einbeſchriebenen und den Mittelpunkt eines 
auswärts berührenden Kreiſes gehen. 


Beweis. 
Da L 83S. = L 808. = 90°, fo liegen die Punkte B, 8, C, 8. 
im Umfange eines Kreiſes, deſſen Durchmeſſer SS. iſt. Schneidet nun 
der Kreis CZ) die Gerade SS, im Punkte E, jo bleibt zu zeigen, daß E 
in der Mitte von SS, liegt, oder daß ES = Es; if. — 
Nun iſt 


114 L SBE = 4 arc (CE + CF) 
0 „ BSE = /e arc (BE + AFP). 


Aber arc. CE = arc. BE 
arc. CF = arc. AF 


| 


folglich L sBE = L BSE 

mithin EB = Es. 

Da nun auch EB = EC, fo geht der aus E mit EB beſchriebene 
Kreis durch die Punkte B, 8, C, folglich auch durch den in dem gleis 
chen Kreisumfang liegenden Punkt Sı, d. h. es iſt ES = ES. — 

Ebenſo wird gezeigt, daß die Punkte F, G einzeln in der Mitte von 
SS, und SSz liegen. — 


h Zu ſatz. | 
Nennen wir obere Theile der Höhenperpendikel diejenigen Strecken, 
welche von den Ecken eines Dreiecks bis zum Durchſchnittspunkt der Hö⸗ 
henperpendikel gehen, fo folgt, wenn wir S,S2S; als das unfprüngliche 
Dreieck, ABC als deſſen Höhendreieck betrachten: 
Der dem Höhendreieck umſchriebene Kreis geht zugleich durch die Mit⸗ 
ten der oberen Theile der Höhenperpendikel des urſprünglichen Dreiecks. 


Lehrſatz XII. 
Figur 10. 


Die Geraden, welche die Mittelpunkte der vier berührenden Kreiſe 
eines Dreiecks verbinden, werden von je einer Ecke des Dreiecks und der 
dieſer Ecke gegenüberliegenden Seite harmoniſch getheilt. — 


Beweis. 


Da die Strahlen BS. und BSs auf einander ſenkrecht ſtehen, und 
überbieß einzeln mit BA und BC gleiche Winkel bilden, ſo find die Strah⸗ 


len J e BS;, BA, BS,, BC 
vier harmoniſche Strahlen (harm. Vhn. A. 1. Lehrſ. XV.), mithin die 
Punkte S N S N 


vier harmoniſche Punkte, (harm. Vhn. A. 1. Lehrſ. XIII.) oder was das⸗ 
ſelbe, die Gerade sss iſt in A und K harmoniſch getheil. — 
Ebenſo wird gezeigt, daß 8282 und Siss harmoniſch getheilt find. — 
Ferner find wegen deſſelben Strahlenbüſchels (BS;, BG, BS, BA) 
auch die Punkte a 
Sr, A, 8, A 
harmoniſche Punkte, mithin iſt auch SS, in A und a harmoniſch getheilt. 
Gleicherweiſe wird SS. durch B und 40, und sss durch C und AB 
harmoniſch getheilt. 


Zuſatz 1. 

Die Seiten des Dreiecks ABC werden ebenfalls durch je zwei Ver⸗ 
bindungslinjen er Mittelpunkte ſeiner vier tangirenden Kreiſe und zwar 
durch je er aupeinander ſtehende Verbindungslinien harmoniſch getheilt. 

Da nämlich AB, AS, Ad, AS, vier harmoniſche Strahlen find, fo 
ſind Bt, Gee 
vier harmoniſche Punkte, mithin N 
wird die Seite BC durch SS, und S2S; harmoniſch getheilt. — 


ed a 


Eben fo wird gezeigt, daß AC durch SS. und SıS3, AB durch SS; 

und 8782 harmoniſch getheilt werden. — 
Zuſatz 2. 

Da die Dreiecke ABC und S:S253 zugleich collinear liegen, fo find 
die Durchſchnittspunkte ihrer gegenüheliegenden Seiten in gerader Linie. 
(Harm. Vhn. A. 2. Lehrſ. XXIII. 72 

Der Punkt s aber iſt das Collineations-Centrum beider Dreiecke. 
Man hat daher noch folgenden Satz: \ 

Der Durchſchnittspunkt S der Höhenperpendikel eines Dreiecks iſt der 
Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes für das Höhendreieck und zugleich 
das gemeinſame Collineationscentrum für beide Dreiecke. 


Lehrſatz XIII. 


Figur 10. 

Die Summe der Radien der drei auswärts berührenden Kreiſe iſt 
gleich dem doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes, plus dem 
Radius des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h, wenn wir die Radien der 
auswärts berührenden Kreiſe mit re, ra, ra, den des einbeſchriebenen 
mit r, und den des umſchriebenen mit R bezeichnen: g 

1 tr ＋ Ta 4 RQ r. 
Beweis. 

Da D in der Mitte von 82s; (Lehrſ. X), E in der Mitte von 

SS, (Lehrſ. XI) liegt, fo iſt 


DH = S2s2 + 8383 = 2 

2 2 
FTT 

2 5 2 

Ferner DH ＋ EH = DE = 2 R. 


Hieraus folgt 
W — — within 


i ＋ ra ＋ T3 = 4 RNA r. 


Zu ſatz. 
Aus unſerem Lehrſatze folgt 
, IT 
— — 
mithin läßt ſich der Radius des umſchriebenen Kreiſes direkt aus den 
Radien der vier tangirenden Kreiſe beſtimmen. — 


R 
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Lehrſatz XIV. 


Figur 10. 


Das Produkt der Radien der vier tangirenden Kreiſe iſt gleich dem 
Quadrat vom Flächeninhalt des Dreiecks, d. h. 
T TI T2 ra = (A). — 


Beweis. 


Da 83, A, Se, K vier harmoniſche Punkte find (Lehrſ. XII), und 
überdieß D in der Mitte von Sass liegt (Lehrſ. X), fo iſt (Harm. Vhn. 
A. 1. Lehrſ. IX) 

KSz. KS3 = AK. DK, mithin 
KS,:AK = DK : KS;, 


Nun iſt aber 
KSz2 : AK = S82sz2 : AA, = rz : h 
DK: KS; = DH ; S383 = DH: Ta, 


Hieraus folgt 
(I) DH. h, = T2T3+ 
Ferner find 
Sr, a, S, A 
vier harmoniſche Punkte (Lehrſ. XII), und E liegt in der Mitte von 
SS, (Lehrſ. XI). Demnach iſt 
as. a8, = aA. AE, mithin 
a8: aA = ak: as, 
Aber ass aA, —eS5 AA, = ri: 
aE: asi = EH: SIS = EH: ra. 
Hieraus folgt 
r; hie Ff mithin 
(II) EH. h. IIA 
Aus (I) und (II) ergibt ſich ferner: 
DH. EII hi? = x Ti T2 T2. — 
Aber DH. EH = BH? und 
BH. h. — A, mithin 
Hılztz = (AS; — 


IR 19 8 
Lehrſatz XV. 
Figur 10. 


Die Summe der Rechtecke aus je zwei Radien der vier tangirenden 
Kreiſe iſt gleich der Summe der Rechtecke aus je zwei Seiten des Dreiecks 
d. h. wenn wir die Seiten des Dreiecks einzeln mit a, b, c bezeichnen: 


m ＋ rr +03 + or ＋ Tirs + rrz = ab +ac + be, 
Beweis. 


Nach dem Beweiſe zu Lehrſatz XIV iſt: 
EH. h. 
DH. h, T2T3. 
Ferner it DH + EH == DE = 2R, mithin 
rr. + rn, = 2R hz. 


TT. 


I 


Aber 2R. h. = AB. AC — be. (Lehrſ. IV, Zuſatz). 
Demnach iſt 

rr + rzrs = be. Eben fo 

rrz + Tırz = ac. 


IT; + Iıfz 
Hieraus folgt: 


mn Fr. +1 nr & rira + Tr = ab ＋ ac + be. 
Zuſatz 1. 


Da . ABS A L CBS = / CSS und 
C BAS = CAs, 
fo find die Dreiecke ABS und As, C einander ähnlich. 
Aus dieſer Ahnlichkeit folgt: 
AB: AS = AS, : AC, mithin 
AS, AS, = AB. EC = be, Eben fo 
BS. BS; = AB. BC = ac 
CS. CS; = AC. BC = ab, demnach 


AS. ASı + BS. BS + CS. Css = ab + ac + be 
= m, + ım + Tra ＋ nr ＋ Tirs + Tarz d. h.: 

Die Summe der Rechtecke aus je zwei Abſtänden der einzelnen Ecken 
des Dreiecks von den Mittelpunkten derjenigen beiden tangirenden Kreiſe, 
welche in den entſprechenden Winkeln des Dreiecks liegen, iſt gleich der 
Summe der Rechtecke aus je zwei Seiten des Dreiecks, oder gleich der 
Summe der Rechtecke aus je zwei Radien feiner vier tangirenden Kreiſe. 


Da s zugleich der Durchſchnitt der Höhenperpendikel im Dreieck 8882, 
ABC deſſen Höhendreieck iſt, fo folgt zugleich: 

In jedem Dreiecke iſt die Summe der Rechtecke aus den einzelnen 
Höhenperpendikeln in ihre unteren Theile gleich der Summe der Recht- 
ecke aus je zwei Seiten des Höhendreiecks oder gleich der Summe der 
Rechtecke aus je zwei Senkrechten, welche aus dem Durchſchnittspunkt 
der Höhenperpendikel und aus den Ecken des Dreiecks auf die gegenüber⸗ 
liegenden Seiten des Höhendreieks gefällt ſind. 

Oder einfach: 

In jedem Dreieck iſt das Rechteck aus dem ganzen Höhenperpendikel 
in ſeinem unteren Theil gleich dem Rechteck aus den in ſeinem Fußpunkt 
zuſammenſtoßenden Seiten des Höhendreiecks. — 

Da ferner die Dreiecke ABa und AEC ähnlich find, fo iſt auch noch 

AB. AC = Aa. AE. 

Demnach 

Aa. AE = be = m + re 73. Eben fo 
Bb. BF = rr ＋ TI T3, 2 ec‘, 
Ce. CG = ım ＋ ri 12 ud. 


Zuſatz 2. 


Da ASBSz ein Viereck im Kreiſe iſt, fo iſt Z ASS2 = Z AsSaB, 
mithin find die Dreiecke Asse und AS3S, einander ähnlich. — 
Aus dieſer Aehnlichkeit folgt: 
AS: AS» = Ass: AS,, mithin 
AS. AS; = AS.. 483, alſo mit Berückſichtigung von Zuſ. 1: 
AS. AS, = AS.. A83 = be. Eben fo 
BS. BSa = BS;. BS. = ac. 
CS. C83 = G81. CS. = ab. 
Hieraus folgt: 
AS. BS. CS X ASI. BS.. CS = AS. BSZ. CS. X ASz. BSI. CS2 
= (abc)? 
oder da Asa. BSI. CS = A8. BS;. CS, (Harm. Vhn. A. 2. Lehrſ III) 
auch 
AS. BS. CS X AS. BS2. CS; = (Asa. BS3. CS1)2 = (abo) ?, mithin 
AS, BS. CS: abe = abc : ASt. BSZ. (Sz. 
AS.. BS. CS. = abc. d. h. 
1) Das Produkt der Seiten eines Dreiecks iſt die mittlere Proportio⸗ 
nalgröße zwiſchen dem Produkt der einzelnen Abſtände der Ecken 
vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes und dem Produkt 


1 


der Abſtände derſelben Ecken von den dieſen Ecken gegenüberlie— 
genden Mittelpunkten der auswärts berührenden Kreiſe. 


2) Das Produkt der Seiten des Höhendreiecks iſt die mittlere Pros 
portionalgröße zwiſchen dem Produkt der ganzen Höhenperpendikel 
und dem Produkt der unteren Theile derſelben. 

3) Das Produkt der Seiten des Höhendreiecks iſt gleich dem Pro— 
dukt dreier nicht an einander liegender Abſchnitte der Seiten des 
urſprünglichen Dreiecks, dieſe Abſchnitte von den Ecken des Drei— 
ecks bis zu den Fußpunkten der Höhenperpendikel gerechnet. — 


LCehrſatz XVI. 
Figur 10. 
Der reziproke Werth vom Radius des einbeſchriebenen Kreiſes iſt 
gleich der Summe der reziproken Werthe der drei Höhenperpendikel des 


Dreiecks, d. h., wenn man die einzelnen Höhenperpendikel mit ha, be, 
us bezeichnet: 


11 1 1 
rn ra 
Beweis. 


Es iſt 
I BSG: A ABC = Ss: AA, 
— #52 h,, milhin 


A BSC 1 
0 

A ABC 15 Eben ſo 

A ASC u 

A ABC h. 

S 1 

e mithin, wenn man addirt: 

N ABS 1 1 

A ABC j ( in ha 5 3 
Hieraus folgt 

AR e 

＋ 2 hz hz 


. 
Lehrſatz XVII. 
Der reziproke Werth vom Radius des einbeſchriebenen Kreiſes iſt 


gleich der Summe der reziproken Werthe der Radien der drei auswärts 
berührenden Kreiſe, d. h. f 


1 11 12 13 
Beweis. 
Nach dem Beweiſe zu Lehrſ. XIV iſt 
DH. h, — T2T3 und 
E 
DH = Mar 
Hieraus folgt - 
252 T3 
h, = ge: 73 und 
a fi 1 1 
. 2 () Eben ſo 
I vH 1 1 
7. 
kt 
5 12 ( Se 
Die Addition dieſer drei Relationen a 


hı ha h3 71 
Nach Lehrſatz XVI iſt aber 


+42 „ 


T3 


mithin iſt auch 


Aus dieſem Satze folgt: ' 
Tılal3 = T (rıra + T1T3 - Tara ) 
Nun iſt aber nach Lehrfatz XIV 
(A)? 
T 


141213 = 


ferner ift, wenn man den halben Umfang des Dreiecks mit s bezeichnet, 
Ars, 


1 


mithin auch, wenn man dieſen Werth ſubſtituirt: 
I 12 ra D x (ri 12 ＋ TI T3 ＋ ra 73) = s. (A). 

d. h.: „Das ſenkrechte Parallelepiped aus den drei Halbmeſſern der 
außerhalb berührenden Kreiſe iſt gleich einem ſenkrechten Prisma, deſſen 
Grundfläche entweder die Summe der drei Rechtecke aus je zweien dieſer 
Halbmeſſer, oder das vorgegebene Dreieck ſelbſt iſt, und deſſen Höhe im 
erſten Fall der Halbmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes, hingegen im 
zweiten der halbe Umfang des Dreiecks iſt.“ (Siehe Feuerbachs ana— 
lytiſch⸗trigonometriſche Abhandlung über die Eigenſchaften einiger merk— 
würdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks §. 4). 


Zuſatz 2. 
Addirt man die im Beweiſe unſeres Lehrſatzes gefundenen Werthe von 


1 1 
e i 
= n m’ fo ergibt ſich 
1 1 1 1 1 a 1 


Aber 


6 5 1 
9 12 13 7 b 


15 1 1 1 g 
FF EN 
15 Sr VV Eben ſo 
12 ha . I 
1 1 1 1 


13 ha hı ha 
d. h. die Summe der reziproken Werthe je eines Höhenperpendifel und 
des Radius von demjenigen auswärts berührenden Kreiſe, welcher in 
demſelben Winkel des Dreiecks, wie jenes Höhenperpendikel liegt, iſt 
gleich der Summe der reziproken Werthe der beiden anderen Höhen 
pendikel. 


Zuſatz 3. 
Nach dem Beweiſe zu Lehrſ. XIV iſt 
EH. hi = rı 
27 5 EH = — mithin 
1 = . Eben ſo hat man 
11 — 1 


Ike ai 2rra 
Ta — 
1 2rrz 
13 — 
Hieraus folgt ferner 
N ( Kia 
h; 2 3 eg Tı 
el ( Ant ) 
B 2 r 12 
ee (+ ea ) 
ha 2 r 13 J 
Hieraus folgt wieder 
2 (ir Fade e) e l 
h ha 7 r 12 13 T 11 
oder, verſetzt: 
„ ( a =) 
1 74 ha 3 
Eben fo 
ah Sr, ( . 
Tr T2 hı h3 
e 
T 13 B 


d. h.: die Summe der reziproken Werthe, gioeler deeſelbe Dreiecksſeite di⸗ 
rekt (nicht ihre Verlängerung) berührender Kreiſe iſt gleich der doppel— 
ten Summe der reziproken Werthe derjenigen beiden Höhenperpendikel, 
welche zu den beiden anderen Seiten des Dreiecks gehören. — 


Lehrſatz XVIII. 


Figur 10. 


Bezeichnet man den halben Umfang des Dreiecks mit s, ſo finden 
folgende Beziehungen zwiſchen den Radien der vier tangirenden Kreiſe 
und dem Inhalt und Umfang des Dreiecks Statt: 


RN 
8 
Jun A 
8 — 4 
12 — A 
s—b 
13 = N, 


8 — 


u MO 


Beweis 1. 


Aus A = rs folgt 
ER 
8 
Ferner iſt 
arı = 2 ABSıC 
brı = 2 AAS 
cri = 2 AAstB, demnach 
(a Tb ＋ ) n =2AABC, alſo 


Eben ſo 


Beweis 2. 


Aus Lehrſ. XVII, Zuſatz 2 folgt: 
. 1 

5 11 5 bh 1 le ” hz 

Aber 1 a 


Hieraus folgt 


in ELDER mithin 


Sujak. 
Nach Lehrſatz XIV ift 
＋ Ti r2 18 (* 
Subſtituirt man nun für r, rf, ra, ra die in unſerm Lehrſatz ges 
fundenen Werthe, ſo erhält man: 


VDE N LG 
s(s—a)(s—b)(s — c) CA) 


ne 


Hieraus folgt Li 

| AN=Vs(t—a)(s — b) (s —e). 

Dies iſt die bekannte Formel, welche den Inhalt des Dreiecks aus 
den einzelnen Seiten beſtimmt. — 

Auch folgt noch aus dieſer Formel | 

(s — a) (s — b) (s — c) rs d. h. 

Das Produkt aus den drei Faktoren, welche man erhält, wenn man 
vom halben Umfang des Dreiecks jede Seite abzieht, iſt gleich dem Pro⸗ 
dukt aus dem halben Umfang des Dreiecks in das Quadrat vom Radius 
des dem Dreieck einbeſchriebenen Kreiſes. — 


Lehrſatz XIX. 


Die Summe der Rechtecke aus je zwei Radien der auswärts berüh⸗ 
renden Kreiſe iſt gleich dem Quadrat vom halben Umfang des Dreiecks, 
d. h. 11 Ta — Tı T3 — T2 T3 = 82, 

Beweis. 
Nach Lehrſ. XVII, Zuf. 1. iſt 
r (ri r ＋ Ti ra ＋ r2 ra) = s (). 
Da aber (A) = rs, fo ergibt ſich 
Br ＋ TI T3 ＋ T2 Ta = 82. — 
Zuſatz 12. 


Da (s — 49 r. . (A) 
und (I)? = x 11 12 73, fo iſt 


. T T2 T3 
(s -a)? = ——— 
f Ka 
Kun ift aber 
I 12 T3 = 1 (II T2 ＋ 1 13 ＋ 12 13) 
mithin IT 13 = 11 (T2 13 — Ira — TTS) 
1 TTz2 T3 
folglich r TEN (a + 13) 
1 
demnach (s — a) = 12 73 — x (rz ＋ 13). Eben fo 


(s — b) = n 13 — 1 (ri + 13). 
(s c) Senn — 1 ( ＋ 2). 


Zu ſatz 2. 
Da 
12 ＋ rz? ＋ ra? = (TI ＋ T2 ＋ T3)? — 2 (nr + rn 13 ＋ 12 73) 


0 


und 11 te tr = 4 R ＋ r (ef. XIII) 
ſo iſt 11 ＋ 12 ＋ 732 (4 RT＋T r)2Z — 2 82 
d. h.: Die Summe der Quadrate der Radien der auswärts tangirenden 
Kreiſe iſt gleich dem Quadrat von der Summe aus dem doppelten Durch— 
meſſer des umſchriebenen und dem Halbmeſſer des einbeſchriebenen Krei— 
ſes, weniger dem halben Quadrat vom Umfange des Dreiecks. 

Da ferner 5 
2 (II r2 ＋ ri T3 nn) = 282 —½ ͤ(a ＋ b ＋ c) 

= Ih (as ＋ be ＋ c) ＋ ab ＋ ac + be 

und nach Lehrſatz XV 
tn a. ab ＋ ac + be 

fo erhält man durch Subtraction: . 
1 T2 ＋ TI 13 ＋ T2 13 — T (T1 ＋ 12 ＋ T3) = ½ (a? +b2 ) 
d. h.: Die Summe der Rechtecke aus je zwei Radien der auswärts be— 
rührenden Kreiſe, weniger dem Rechteck aus der Summe dieſer Radien 
in den Radius des einbeſchriebenen Kreiſes iſt gleich der halben Summe 
der Quadrate der Seiten des Dreiecks. — 


Lehrſatz XX. 


N Figur 10. 

Die Summe der oberen Theile der Höhenperpendikel eines Dreiecks 
iſt gleich der Summe aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen und dem 
Durchmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

A0 ＋ BO ＋ CO = 2 (RT＋T r). 
Beweis. 


Man ziehe CZ, welche den Kreis in J trifft, ſo iſt wegen des Durch⸗ 


meſſers CI 
/_ BC = T. AG = 909. 


Hieraus folgt IB I AO 
JA ] BO 
mithin 
AO=BJ=2 ZH = DH — EH. 
Aber 
12 ＋ 13 
DH = 2 
EH = a mithin 
AO = e Eben ſo 


— 28 — 


r ＋ Ti ＋ x3 — 12 
2 


r 
na rn 


BO = 


Hieraus folgt: 
AOFBOF WITT eG tu de na) 
Aber 1 ＋ r tr = 4 R ＋ r (ehrſ. XIII.) 
mithin A0 ＋ BO ＋ CO = 2 (R ＋ r). 


Zuſatz 1. 


Aus A0 = 2 ZH = DH - EH folgt: 

1) Der obere Theil des irgend einer Dreiecksſeite zugehörigen Höhen⸗ 
perpendikels iſt doppelt ſo groß als der Abſtand des Mittelpunktes 
des umſchriebenen Kreiſes von derſelben Dreiecksſeite. 

2) Der obere Theil des Höhenperpendikels iſt gleich dem Unterſchied 
derjenigen beiden Pfeile, welche derſelben Seite des Dreiecks ans 
gehören, auf welcher das betreffende Höhenperpendikel ſenkrecht 


ſteht. 
Zuſatz 2. 
Da A0 = hi — A0, ſo erhält man 
AO = EH — (DH — hi) 
= EH — DR. 
Zuſatz 3. 


Da (] ein Durchmeſſer, ſo hat man 

BIZ ＋ BC? = 4 R 
oder da BJ = AO, (Lehrſ. XX.) 

AO? ＋ BC? = AR? Eben Io 

BO? ＋ AQ = 4 R= 

CO? + AB? = AR? 
d. h.: Die Summe der Quadrate irgend einer Dreiecksſeite und des 
oberen Theils von dem zu dieſer Seite gehörigen Höhenperpendikel iſt 
gleich dem Quadrat vom Durchmeſſer des dem Dreieck umſchriebenen Kreis 
ſes. 


— 29 — 
Lehrſatz XXI. 
Figur 10. 


Die Abſtände von den Ecken des Dreiecks bis zu den Berührungs— 
punkten ihrer gegenüberliegenden auswärts berührenden Kreiſe ſind ein— 
ander, und dem halben Umfang des Dreiecks gleich; die Abſtände von 
den Ecken bis zu den Berührungspunkten des einbeſchriebenen Kreiſes 
ſind einzeln gleich der Differenz vom halben Umfang des Dreiecks und 
der jeder Ecke c Seite, d. h. 


= BS2 — (3; 8 
AM = s — àa 
Bs s — b 
CM s — e 
Beweis. 


F 
ALI = AB + BLI = AB + Bsı 
ferner Cs + Bsı = BC, mithin 


AL + AL = AB ＋E AC + BC und da 
AL, = AL 
Be ee Me aeg 
AL As. Eben fo ift 
Ba = Cs s. ’ 
Ferner ift 
HB = HC und da E in der Mitte von 88, liegt, 
auch Hs; = Hs. Hieraus folgt 
HB — Hs! = HC — Is, d. i. 
BSI = Cs und 
Cs = Bs. 
Da nun AL = s und 
ML = CM ＋ CL = Cs ＋ Cs = Cs ＋ Bs a iſt, 
ſo folgt Au = s — a. ECeen ſo iſt 
Bs = 5 — b. 
CS = Ss — c 
Zuſatz. 
Da BS2 = 8 
Bs = s — a iſt, fo folgt 


S283 =?2s—a=bhb-+ec 


A in 


Ferner ift 
ss = BS — By 
(s b) - (s —e) 
ö b. 
ss Cs + (8 
= es e 2s — (a c) 
ss; = Bs + 383 
= (s — b) ＋ (s — a) = 2s — (a ＋ b) = 


| 


Lehrſatz XXI. 


Figur 10. 


Der Radius des dem Dreieck SıS2Sa, deſſen Ecken die Mittelpunkte 
der auswärts berührenden Kreiſe ſind, umſchriebenen Kreiſes iſt doppelt 
ſo groß, als der Radius des dem urſprünglichen Dreieck umſchriebenen 
Kreiſes. Der Mittelpunkt V jenes Kreiſes liegt auf der Geraden SZ, 
welche die Mittelpunkte des ein und umſchriebenen Kreiſes verbindet und 
zwar in gleichem Abſtande vom Punkt 2, wie der Punkt 8. 


Beweis. 


Da D in der Mitte von sꝛss liegt, (Lehrſ. X) und SıS der obere 
Theil des Höhenperpendikels 87A im Dreieck SıS2S3 iſt, fo hat man nach 
Lehrſ. XX, Zuf. 1 

VD= ½ SSı = ESı. 
Zugleich ift VD parallel ESı, indem beide auf S2Sz ſenkrecht ſtehen, 
mithin die Figur VDES, ein Parallelogram und 
VSI = DE 2 KR. 
Ferner iſt eee n 
DZ = E 
0 /. VDZ IES 
mithin die Dreiecke VZD und EZS einander ähnlich, alſo auch 
Z. VID / SZE 
d. h. die Punkte V, 2, s find in gerader Linie und es iſt 
VL. = S. 


Zuſatz 1. 


Da ABC das Höhendreieck für das Dreieck SıS2S3 iſt, fo folgt: 
1) Der Mittelpunkt des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes liegt 
in der Mitte zwiſchen dem Durchſchnittspunkt der Höhenperpendi⸗ 
kel und dem Mittelpunkt des umſchriebenen Kreiſes. — 


"m 


2) Der Radius des dem Hoͤhendreieck umſchriebenen Kreiſes iſt die 
Hälfte vom Radius des deu urſprünglichen Dreieck umſchriebenen 
Kreiſes. 

3) Der dem Höhendreieck umſchriebene Kreis geht durch die Mitten 
der Seiten des urſprünglichen Dreiecks (|. Lehrf. X), und durch 
die Mitten der oberen Theile der Höhenperpendikel (Lehrſ. XI). 
Endlich, da VSı parallel DE, mithin ſenkrecht auf Ba iſt: 

4) Die aus dem Mittelpunkt des umſchriebenen Kreiſes nach den 
Ecken des Dreiecks gezogenen Geraden ſtehen einzeln ſenkrecht auf 
den Seiten des Höhendreiecks. 


Zuſatz 2. 


Bezeichnet man den Schwerpunkt des Dreiecks SıS2S3 mit W, fo 


iſt bekanntli 
5 0 DW: SiW S 1: 2. Aber auch 


DV (SST 3 1732; 
Ueberdieß . VDW = . WSIS 
mithin die eie VDW und SWS; einander ähnlich, folglich 
C. VWD = LJ. SWS, und 
VW = ½ Ms, d. h. 

1) Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt in gerader Linie mit dem 
Durchſchnittspunkt der Höhenperpendikel, dem Mittelpunkt des um⸗ 
ſchriebenen und dem Mittelpunkt des dem Höhendreieck umſchrie⸗ 
benen Kreiſes, und zwar doppelt ſo weit vom Durchſchnittspunkt 


der Höhenperpendikel entfernt, als vom Mittelpunkt des umſchrie⸗ 
benen Kreiſes. 


Da ferner 
VW = 1 VS 
ZW = 7/6 VS 
VS = 2 8 it 
ſo folgt i 


VW.: ZW = VS S, d. ch. 
2) Die Punkte V, W, 2, s ſind vier harmoniſche. Punkte. — 


Lehrſatz XXIII. 
Figur 10. 


Der Inhalt des Dreiecks 818283, deſſen Ecken die Mittelpunkte 
der auswärts berührenden Kreiſe ſind, iſt gleich dem Rechteck aus dem 
Durchmeſſer des dem urſprünglichen Dreieck umſchriebenen Kreiſes in den 
halben Umfang dieſes Dreiecks, d. h. 

A Si S2 S8 = 2 Rs. 


u Be 
Beweis. 


Da ASı ſenkrecht auf DS2, AL ſenkrecht auf VS> ſteht (Lehrſ. XXII 
Zuſatz 4), fo find die Dreiecke A 8. L und y S2 D einander ähnlich. 
Aus dieſer Aehnlichkeit folgt: 

ASı : AL = VS :DS d. h. 

AS:: Ss = 2R:DS (Lehrſ. XXI u. XXII) 
mithin 

ASt. DS2 = 2 Rs. 

Nun iſt aber 
A Si S2 S3 = ½ S2 S3. ASı = DS. ASı 
mithin 
I Si S2 Ss = 2 Rs. 
Zu ſatz. 


Da A ABC = xs, fo hat man 
N SiSzss : A ABC = MR: r d. h. 

Das Dreieck 878283, deſſen Ecken die Mittelpunkte der auswärts 
berührenden Kreiſe ſind, verhält ſich zum urſprünglichen Dreieck, wie 
der Radius des dem erſten umſchriebenen zum Radius des dem zweiten 
einbeſchriebenen Kreiſes. — 

Oder auch: 

Der Inhalt des urſprünglichen Dreiecks verhält ſich zum Inhalt des 
Höhendreiecks, wie der Radius des dem erſten umſchriebenen zum Ra⸗ 
dius des dem zweiten einbeſchriebenen Kreiſes. 


Lehrſatz XXIV. 


Figur 10. 


Das Produkt aus den Abſtänden der Mittelpunkte der auswärts 
tangirenden Kreiſe iſt gleich dem Produkt aus dem Quadrat vom doppel⸗ 
ten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes in den halben Umfang des 
Dreiecks, d. h.: 

Sı Sz. Sı S3. Se Ss = 16 R2 8 
Beweis. 
Nach Lehrſ. IV Zuſ. und Lehrſ. XXII iſt 
S182 . 8183 . 8283 = 8 R VN Si & Ss 
Aber J Si S2 S3 = 2 Rs (Lehrſ. XXIII), daher 
S182 . SıS3 . 8283 = 16 Res. 


er Bu 


Zu ſatz. 
Da 

AB. Ac. BC = 4 R A ABC = 4Rıs, fo iſt 

S182. Si. 83. S283: AB. AC. BC = 4 R: r 
d. h.: Das Produkt aus den Abſtänden der Mittelpunkte der auswärts 
tangirenden Kreiſe verhält ſich zum Produkt aus den drei Seiten des 
Dreiecks, wie der doppelte Durchmeſſer des umſchriebenen zum Radius 
des einbeſchriebenen Kreiſes. — 

Oder: 

Das Produkt ſämmtlicher Seiten eines Dreiecks verhält ſich zum 
Produkt der Seiten des Höhendreiecks, wie der doppelte Durchmeſſer des 
dem Höhendreieck umſchriebenen zum Radius ſeines einbeſchriebenen 
Kreiſes. 


Lehrſatz XXV. 
Figur 10. 


Das Produkt aus den Abſtänden des Mittelpunkts des einbeſchrie— 
benen Kreiſes von den Mittelpunkten der auswärts berührenden Kreiſe 
iſt gleich dem Quadrat vom doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen in 
den Radius des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

SS,. SS.. SS; = 16 Rer. 


Beweis. 
Es iſt nach Lehrſ. XI und dem Beweis zu Lehrſ. XIII: 
ES® = EB? = EH. DE. = (>=) 2 R 


2 
Rr; — x) 
mithin 
SS12 = 4 R (rr — 1). Eben fo 
SS = A R (re ) | (JI) 
SS? = 4 R (ra - r) 
Hieraus folgt 
SS 2. SS,?. 8832 = 6 4 R (ri — x1) (rz — r) (ra — r) (II) 
Aber 
(ri — 1) (ra = ) (r — r) = nn! 1 (rike T kirs ＋ ars) 
A re (r ＋ r K e) 
Nun iſt aber nach Lehrſ. XVII, Zuſ. 1 
I rz r = k (ri r2 E Ti ra ＋ 12 T3) 


— MH — 


und nach Lehrſ. XIII 
ri ＋ T2 ＋ T3 = 4 R＋ r 
Die Subſtitution dieſer Werthe in (II) ergibt 
(ri — T) (T2 — x1) (13 — T) = 4Rr? 
mithin SSI . 882. SS; = 16 Rer. 


Zuſatz 1. 


Nach Lehrſ. XXIV iſt 
S1 S2 . 8183 . 8283 = 16 Res. 
Hieraus folgt in Verbindung mit unſerem Lehrſatz 
SS, . SS2 . S883 . S182 . 8183 . 8283 = 256Rars 
(4 R) A. 
d. h. Das Produkt aus den ſechs Abſtänden der Mittelpunkte der vier 
tangirenden Kreiſe iſt gleich dem Produkt aus der vierten Potenz vom 
doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes in den Inhalt des Drei- 
ecks. — 
Auch folgt noch: 
881.882. SS3 : 8182. 81 83.8283 = T: s, d. h. 

Das Produkt aus den Abſtänden des Mittelpunktes des einbefchrie- 
benen Kreiſes von den Mittelpunkten der auswärts berührenden Kreiſe 
verhält ſich zum Produkt der Abſtände dieſer letzteren Punkte untereinan⸗ 
der, wie der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes zum halben Umfang des 
Dreiecks. — 5 


Zuſatz 2. 


Da SSı, 882, SSz die oberen Theile der Höhenperpendikel im Dreieck 
SiSzss find, fo hat man zugleich folgenden Satz: 

Das Produkt der oberen Theile der Höhenperpendikel iſt gleich dem 
Produkt aus dem Quadrat vom doppelten Durchmeſſer des dem Höhen— 
dreieck umſchriebenen und dem Radius des demfelben Dreieck einbeſchrie— 
benen Kreiſes. 

Oder, da nach Lehrſ. XXII der Radius des dem Dreieck SıS253 
umſchriebenen Kreiſes 2R iſt: 

Das Produkt der oberen Theile der Höhenperpendikel iſt gleich dem 
Produkt aus dem Quadrat vom Durchmeſſer des umſchriebenen in den 
Radius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes. 
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Lehrſatz XXVI. 
Figur 10. 


Das Produkt aus den Abſtänden der Ecken des Dreiecks vom Mit: 
telpunkt eines tangirenden Kreiſes iſt gleich dem Produkt aus dem Ra⸗ 
dius des umſchriebenen Kreiſes in das Quadrat vom Durchmeſſer des be— 
treffenden tangirenden Kreiſes, d. h. 

AS BS GS = A Rr 
ASı . BSı . C81 4 Rrı? 
AS2 . BS2 . CS2 = 4 Rrz2 
AS; . BS3 * C83 — 4 RT 32. 


I 


Beweis. 


Nach Lehrſ. IVX, Zuſ. iſt 
BS . CS SS SS SS r = 2 BE 
mithin 
AS. BS. CS = 2 A8. BE. r (I) 
Nun iſt aber wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 
ASM und BDE 
AS: SM = DE: BE, d. h. 
AS: T= 2 R: BE 
mithin i 
AS. BE = 2Rr (II) 
Aus (I) und (II) folgt 
AS . BS. CS = ARr2. — 
Eben ſo iſt 
8 BSr. Cs = Sy: ri = 2BE . T1, 
und wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 


ASL und BDE: 
,d 
ASI : T = 2 R: BE, mithin 
AS, BE — WERL! 
Demnach 
AS BS ESSH= S BE N 
= 4 Rri2. — 
Eben ſo findet man | 
482 8 B82 8 CS — 4 Rra? 
ASs . BS3 . CS; = 4 Rız“, 
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Zuſatz 1. 


Da nach dem Beweis zu Lehrſ. XXV 
dar = (n — 1) (rz — r) (ra — 1), 
ſo hat man auch 
AS . BS. CS = (r — 1) (rz — r) (ra — r) 

d. h. das Produkt aus den Abſtänden der Ecken des Dreiecks vom Mit⸗ 
telpunkt ſeines einbeſchriebenen Kreiſes iſt gleich dem Produkt aus den 
drei Differenzen, welche man erhält, indem man den Radius des 
einbeſchriebenen Kreiſes von jedem Radius der auswärts berührenden 
Kreiſe abzieht. — 

Aehnliche Ausdrücke erhält man für die anderen der obigen Produkte. 
Da nämlich 

AS:? = AL? + SJ La 


=s”’+n? 
und 82 TI T2 ＋ T T3 + ra ra (Lehrſ. XIX) 
ſo iſt 
AS. = (nt ra) (TI + 13). 
Ferner iſt 


BS. = Bs,’ ＋ Si s = (s — C)? + rn” 
Aber (s—-c’ =nnr—r(n +r.) (Lehrſ. XIX Zuſ. 1) 
demnach 
BS12 = (ri — r) (n ＋ r). Eben fo 


9 CS1* = (x. - 1) (TI + 13). 
Hieraus folgt 


AS. . BS. . CS = (ri — 1) (r. Fr) (ri + 13). Ebenſo iſt 

AS, . BS2 . CS2 = (rz — T) (Ti ＋ rn) (ra + T3) 

AS . BS3 . CS3 = (13 — r) (Ti ＋ ra) (er ＋ 730 
d. h. das Produkt aus den Abſtänden der Ecken des Dreiecks von dem 
Mittelpunkte irgend eines ſeiner drei auswärts berührenden Kreiſe iſt 
gleich dem Produkt dreier Faktoren, von welchen der erſtere der Unterſchied 
zwiſchen dem Radius des betreffenden Kreiſes und dem Radius des ein⸗ 
beſchriebenen Kreiſes iſt, die beiden letzteren aber die Summe aus dem 
Radius des betreffenden und dem Radius jedes der beiden andern aus⸗ 
wärts berührenden Kreiſe ſind. — 

Multiplizirt man ſämmtliche Relationen in einander, ſo hat man 
AS. BS. CS. AS. BSı . CS.. 482 . BS2 . CS . AS3 . B83 . (83 
= ) (rz — 1) (e )* (ri +2 (r ＋ 130 (2 K 9) 
= (4 R)“ (r. 7. r2 13)? (Lehrſ. XIV). 
= (4R.A) 


„= (ab c) 


are A ae 


d. h. das Produkt aus den zwölf Abſtänden der Ecken des Dreiecks von 
den Mittelpunkten ſeiner vier tangirenden Kreiſe iſt gleich der vierfachen 
Potenz aus dem Produkt ſämmtlicher Dreiecksſeiten. 


Zuſatz 2. 
Nach Lehrſ. XXV iſt 
SS: Sd SS; 16 R x. 
Hieraus folgt 5 
AS. BS. CS: 881.882.883 = r : AR 

d. h. das Produkt der Abſtände des Mittelpunkts des einbeſchriebenen Krei— 
ſes von den Ecken des Dreiecks verhält ſich zum Produkt der Abſtände deſ— 
ſelben Punkts von den Mittelpunkten der auswärts berührenden Kreiſe, 
wie der Radius des einbeſchriebenen Kreiſes zum doppelten Durchmeſſer 
des umſchriebenen Kreiſes. — 

Auch folgt noch mit Berückſichtigung von Lehrſ. XXIV, Zuſatz: 

AS. BS. CS : 881. SS2. 883 = AB. AC. BC : S182. 8183. S283, 

d. h. das Produkt der Abſtände des Mittelpunkts des einbeſchriebenen 
Kreiſes von den Ecken des Dreiecks verhält ſich zum Produkt der Abs 
ſtände deſſelben Punkts von den Mittelpunkten der auswärts berühren⸗ 
den Kreiſe, wie das Produkt ſämmtlicher Seiten des Dreiecks zum Pro⸗ 
dukt der drei Geraden, welche die Mittelpunkte der auswärts berühren- 
den Kreiſe verbinden. 

Oder auch, wenn man das Dreieck Sisꝛss als das urſprüngliche 
Dreieck betrachtet: 

Das Produkt der unteren Theile der Höhenperpendifel verhält ſich 
zum Produkt der oberen Theile derſelben, wie das Produkt ſämmtl icher 
Seiten des Höhendreiecks zum Produkt der drei Seiten des urſprünglichen 
Dreiecks. 


Lehrſatz XXVII. 
Figur 10. 


Das Produkt aus den Abſtänden der Ecken des Dreiecks von den 
Mittelpunkten ſeiner gegenüberliegenden auswärts tangirenden Kreiſe iſt 
gleich dem Produkt aus dem Radius des umſchriebenen Kreiſes in das 
Quadrat vom Umfang des Dreiecks oder auch gleich dem Produkt aus 
den Summen von je zwei Radien der auswärts berührenden Kreiſe, 
d. he: 

ASt. BS. C82 = R (a ＋ b + c)? = (r. T rz) (ri Tra) (rz T rs). 


„ 
Beweis. 


Nach Lehrſ. XV Zuſ. 2 ift 
AS. BS. CS : abe = abc : ASt. BS.. C83 
mithin iſt 


(abe)? 
ASt. BS.. CS; = AS. BS. (8 
(abe)? 
mens (ſ. Lehrſ. XXVI) 
5 (ſ. Lehrſ. IV, Zuf.) 
A 1 
= AR (a The. 


Ferner iſt nach Lehrſ. XXVI Zuſ. 1: 
AS? = (TI ＋ ra) (T1 ＋ 13). Eben fo 
BS? = (r, + T2) (nr ＋ 13) 
CS? = (n + 13) (rz + ra). 
Hieraus folgt 
AS. BS2. CS3 = (T1 + rn.) (nm 47) (rz ＋ f). ei A eat 
m e Pr 111706 a , en an UNANS) Aeg, 

Da ASı, 82, Css die Höhenperpendikel im Dreieck 8.82 ss und 
ra, ra, ra die aus den Ecken des Dreiecks S. S2 8s auf die Seiten des 
Dreiecks ABC gefällten Senkrechten find, fo kann dieſer Satz auch auf 
folgende Weiſe ausgedrückt werden: 

Das Produkt ſämmtlicher Höhenperpendikel eines Dreiecks iſt gleich 
dem Produkt aus dem Quadrat vom Umfang des Höhendreiecks und dem 
Radius des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes. 

Oder auch: i 

Das Produkt ſämmtlicher Höhenperpendikel eines Dreiecks iſt gleich 
dem Produkt aus der Summe von je zwei und zwei Senkrechten, welche 
von den Ecken des Dreiecks auf die gegenüberliegenden Seiten des Hö⸗ 
hendreiecks gefällt ſind. — 

Zuſatz 2. 

Aus dem Beweis zu unſerem Lehrſatz und Lehrſatz XXVI, Zuſatz 1 
folgt noch: 

BS. CS. 482. 82. A883. B83 — (abe * 


Nun iſt aber (Harm. Vhn. A. 2 Lehrf, III) 
AS., BS3. CS. = 483. BSI. CS2. 


— 8 — 


Demnach auch 
AS,, BS3. CS; = abe. 
d. h. das Produkt dreier nicht an einander liegender Abſchnitte der Sei- 
ten eines Dreiecks, welche Abſchnitte hier durch die Fußpunkte der Hö— 
henperpendikel gebildet ſind, iſt gleich dem Produkt aus ſämmtlichen Sei— 
ten des Höhendreiecks. — (Siehe auch Lehrſ. XV Zuſ. 2.) 
Zuſatz 3. 
Nach Lehrſ. XXIV iſt 
SıS2. S183. S2S3 = 16s und da 
ASı , BS2. CS; = ARs? fo folgt 
Asi. BS2 . CS3 : Sı Sa. Sı 83. 82 Ss = s : AR 
d. h. das Produkt aus den Abſtänden der Ecken des Dreiecks von den 
ihnen gegenüberliegenden Mittelpunkten der auswärts berührenden Kreiſe 
verhält ſich zum Produkt aus den Abſtänden der Mittelpunkte dieſer Kreiſe, 


wie der halbe Umfang des Dreiecks zum doppelten Durchmeſſer ſeines 
umſchriebenen Kreiſes. 
Zuſatz 4. 
Es iſt 
A:? = xi? ＋ 82 ri ＋ ri T2 ＋ ri 13 + re rs (Lehrſ. XIX) 
As? = x2 ＋ (s — a)? = 2 ＋ rz 13 — x (rz + 13) (Lehrſatz 
XIX, Zuſ. und Lehrſ. XXI). 
Hieraus folgt 
AS? — A8? = 1. — r ＋ (r. ＋ r) (rz ＋ 73) 
(+ r) (T. Fr ＋ 13 — 1) 
= 4 R (ri Er) (Lehrſ. XIII) 
Eben ſo findet man 
BS22 — BS? = 4 R (rz E r) 
CS? — C82 = 4 R (Tra E r) 
mithin, wenn man addirt: 
ASı? + 5822 + G83 — (As? + 82 + 0820 = 
4 R (T1 + ra ＋ rs ＋ 3 r) 
= 16 R (R ＋ r) 5 
d. h.: Die Summe der Quadrate über den einzelnen Diſtanzen von 
den Ecken des Dreiecks bis zu den Mittelpunkten der gegenüberliegenden 
auswärts berührenden Kreiſe, weniger der Summe der Quadrate über 
den Abſtänden der Ecken des Dreiecks vom Mittelpunkt des einbeſchriebe— 


a a 


nen Kreiſes ift gleich dem Rechteck aus dem vierfachen Durchmeſſer des 
umſchriebenen in die Summe der Durchmeſſer des um- und einbefchrie- 
benen Kreiſes. 


Zuſatz 5. 


Da AS? = n? + s 
BS.’ = 122 e s? 
CS32 = 13? 4 82 
fo erhält man 
Asi? + BS? + CS? = 112 + ra + 1? + 382 
= (4R + rn)? + se (Lehrſ. XIX 3. 2) 
= (ri ＋ 72 ＋ Ta)? +nr ＋ Ti T3 + rer (Lehrſ. XIII u. XIX) 
d. h.: Die Summe der Quadrate über den einzelnen Diſtanzen von den 
Ecken des Dreiecks bis zu den Mittelpunkten der gegenüberliegenden aus⸗ 
wärts tangirenden Kreiſe iſt gleich dem Quadrate der Summe der Ra⸗ 
dien dieſer letzteren Kreiſe plus der Summe der Rechtecke von je zweien 
dieſer Radien. — 
Zuſatz 6. 
Der in Zuſatz 4 erhaltene Werth von As? läßt ſich noch auf fol⸗ 
gende Art darſtellen. 
Es iſt 
AS? = (rz — r) (ra — r). Eben jo 
BS2 = (TI — 1) (BR — 1) 
CS2 = (n —r) (r — 1) 
Multiplizirt man dieſe Relationen in einander, ſo wird man auf 
Lehrſ. XXVI, Zuf. 1 zurückgeführt. — 


Lehrſatz XXVIII. 
Figur 10. 


Das Produkt aus den Radien derjenigen drei Kreiſe, welche einzeln 
durch je zwei Ecken des Dreiecks und durch den Mittelpunkt eines tan⸗ 
girenden Kreiſes gehen, iſt gleich dem Produkt aus dem Durchmeſſer des 
letzten Kreiſes in das Quadrat vom Halbmeſſer des umſchriebenen Krei⸗ 
ſes, d. h. 

ES FS „S Ame rn 
ES . PSI. . 084 2 Rrı 
DS2 . FS2 . 082 2 Re T2 
DSZ . 683 . PS3 = 2 Rz. 


1 


5 


Beweis. 
Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke ASM und BDE folgt: 
AS : SM = DE: BE, d. i. 
AS : r = 2R : BE 


* * R 
mithin BE = 18. 
Da nun ES = Be, (Lehrſ. XI) fo iſt auch 
2R 
= — b 
ES NS Eben fo 
un ER 2Rr 
58 
l 
G8 = Ts 
Hieraus folgt: 
8RFT? 
ES . FS. 68 ————— (f. Lehrſ. XXVI 
5 AS. BS. CS Be ) 
SR’r? 
ART? 
= 2er. — 


Ferner iſt wegen Aehnlichkeit der Dreiecke A8. L und BDE: 
AS, : SzL S DE : BE oder 
ee e AR: ES, 


mithin 
ES ARr, 
AS, 
Aber auch 
BS. . PSI = ESI. ASı = 2 Rr, 
mithin 
2Rr. 
Ps = BS eben ſo 
8 2Rrı 
. 
Hieraus folgt 
8R STA 


ESı . PSI. 84 = AG, BST CS, 


SRT (Lehrſatz XXVI.) 
ARrı? 


— Ra 
Eben fo erhält man 


DSa * FSa ® 082 — 2 Ber- 
DS; . G83. PS3 = 2RPrz. 


„ 


Zuſatz 1. 


Aus den Relationen unſeres Lehrſatzes folgt noch: 
ES. Fs. GS. ESı. PSI. OSI. DS.. FS 2. OS2. DS. G83. PS; 
= (2 R) (A). (ſ. Lehrſ. XIV) 
ES. Fs. G8 + ESt. PSI. O81 + DS2. FS2. O82 + DS3. 688. PS; 
— 4 R (2R + r). (ſ. Lehrſ. XIII) 
ESı. PSI. QSı + DS2. FS2. O82 E DS3. G83. PS; — ES. FS. G8. 
= 8R°, (f. Lehrſ. XIII). 


Zuſatz 2. 
Da S81 = 2 ES 
882 = 2FS 
SS; = 268 


Mi 
10 881. S8. SS; — 16 Rr. Dies iſt Lehrſatz XXV. 
Eben ſo erhält man 

SSı. S281. 8381 = 16 Re TI. 

SS.. S182. 8382 = 16 R? 12. 

SS3. 8183. S283 = 16 R T3 
d. h.: Das Produkt aus den Abſtänden des Mittelpunkts irgend eines 
der vier tangirenden Kreiſe von den Mittelpunkten der drei übrigen 
Kreiſe iſt gleich dem Quadrat vom doppelten Durchmeſſer des umſchrie⸗ 
benen in den Radius des betreffenden tangirenden Kreiſes. 


Lehrſatz XXIX. 


Figur 10. 


Die Summe der Quadrate von den Halbmeſſern derjenigen drei 
Kreiſe, welche durch je zwei Ecken des Dreiecks, durch den Mittelpunkt 
des einbeſchriebenen und durch den Mittelpunkt eines auswärts berühren⸗ 
den Kreiſes gehen, iſt gleich dem Rechteck aus dem Durchmeſſer des um⸗ 
ſchriebenen Kreiſes in den Ueberſchuß dieſes Durchmeſſers über den Halb— 
meſſer des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 

ES + ES? + 65? = 2R (2 — r) 


Beweis, 
Es iſt 
ES? = EB = ED. EH = R (n — 1). Eben fo 
FS = R (T2 — 1) 
682 KR (13 — ) 


Da nun überdieß 
Ii ＋ r2 ＋ T 4 R ＋ r ME Lehrſ. XIII), ſo iſt 
ES? + FS2 ＋ G68? = R (4 R — 2 r) 

2 (2 R 1) 


Zuſatz. 
Da SSı = 2 ES 
882 = 2 FS 


SS = 2 Es, fo iſt 
ss? ＋ 8822 ＋ 8832 = 8 R (2 R 1) 
d. h. die Summe der Quadrate der Abſtände vom Mittelpunkt des ein⸗ 
beſchriebenen zu den Mittelpunkten der auswärts tangirenden Kreiſe iſt 
gleich dem Rechteck aus dem vierfachen Durchmeſſer des umſchriebenen 
Kreiſes in den Ueberſchuß dieſes Durchmeſſers über den u" des 
einbeſchriebenen Kreiſes. — 


Da überdieß 
SS1? = 4 R (ri — 1) 


SS? = 4 R (12 — r) 
S832 = 4 R (T3 — x1) 
und (ri — r) (rz — r) (ra — r) = A8. BS. Cs (Lehrſ. XXVI) 


ſo iſt 
(Ssi . Ss . 883)? = (AR). A8 . BS . Cs oder 


AS. BS. CS: SS. SS2.SS3 = 881. S82.SS3 : (AR)? 
d. h. das Produkt der Abſtände vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen 
Kreiſes zu den Mittelpunkten der auswärts tangirenden Kreiſen iſt die 
mittlere Proportionalgröße zwiſchen dem Produkt der Abſtände der Ecken 
vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes und der dritten Potenz vom 
doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes. 


Lehrſatz XXX. 


Figur 10. 


Die Summe der Quadrate von den Halbmeſſern derjenigen drei Kreiſe, 
welche durch je zwei Ecken des Dreiecks und den Mittelpunkt eines und 
deſſelben auswärts berührenden Kreiſes gehen, iſt gleich dem Rechteck aus 
dem Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes in die Summe dieſes Durchs 
meſſers und des betreffenden auswärts berührenden Kreiſes, d. h. 

ES? + PSI E O81? = 2 R (2 R ＋ r.) 
FS? + DS? ＋E O22 = 2 R (2 R ＋ 2) 
6832 + DS32 + PS32 + 2 R (2 R ＋ 73) 


— 44 —, 


Beweis. 

Es iſt 

ES = EB = R (1 — 1) 

PS? = A2 = R (ri ＋ 73) 

81? = OA = AR (ri A 72) 

mithin 

ES? + PSA? ＋ O81 = R (ri tn ＋ T3 — r ＋ a) 
Aber ri ＋ rz ＋ T3 — T = 4 R (Lehrſ. XIII) 
Demnach 


ES? + PSI? ＋ 0S? = 2 R (2R +). Eben fo 
FS3? + DS? + 09°? = 2 R (2R ＋ 12) 
GS3? ＋ DS32 + PS? = 2 R (2R + r3) 


Zuſatz 1. 


Da noch 
ES? + FS? + 682 = 2R (2R — 1), fo erhält man 
ES? + FS? + G82 + ESı? + PS}? + 0S1? + FS22 + DS22 + 2822 
+ 6832 + DS32 + PS? = 242. — 
Oder, da i 
ES = ESı, FS = FS, 6S = 655, PSI = PSS, O81 = 82, DS2 =S 
ES? + FS® + 657 + PSI: ＋ Q5? + DS? = fake 
d. h. die Summe der Quadrate von den Radien derjenigen ſechs Kreiſe, 
welche einzeln durch je zwei Ecken des Dreiecks und durch die Mittel⸗ 
punkte von je zwei berührenden Kreiſen gehen, iſt gleich dem dreifachen 
Quadrat vom Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes. — 


Zuſatz 2. 
Da | SSı = RESı 
8381 = 2PSı 
8281 = 2081 


ſo iſt | 

8815 + 82812 + 83812 SR (2R + nn). Eben ſo 

S822 + 81822 + 83822 SR (2R + nr) 

SSs? + 81832 - 82832 = SR (2R + 13) 
d. h. die Summe der Quadrate der Abſtände vom Mittelpunkte eines der 
drei auswärts tangirenden Kreiſe zu den Mittelpunkten der drei übrigen 
berührenden Kreiſe iſt gleich dem Rechteck aus dem vierfachen Durchmeſ⸗ 
ſer des umſchriebenen Kreiſes in die Summe dieſes Durchmeſſers und 
des Halbmeſſers des betreffenden auswärts berührenden Kreiſes. 


I 


* 


Da ferner 


881 = 2ES 
882 = 25 8 
SS; = 268 
8183 = 2PSı 
8182 = 2082 


8283 = 2083 
fo folgt noch aus Zuſ. J. | 
SS? + 8822 + 8832 + 81822 + 8183 + 82832 48R2 
d. h. die Summe der Quadrate der ſechs Abſtaͤnde / zwiſchen den einzel⸗ 
nen Mittelpunkten ſämmtlicher tangirender Kreiſe iſt gleich dem zwölffa⸗ 
chen Quadrat vom Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes. — 


Zuſatz 3. 
Es iſt 


1 


SS AR (n — r) 
8281: = AR (n + ra) 
83812 = AR (n +1) 
ferner (n—r) (rı + 12) (r — 13) = ASt. BS1084. (Lehrſ. 
XXVI Zuſ. 1). Hieraus folgt | 
(SSı.82S1.83Sı )? = (AR )?. ASı.BSı CS. Eben fo 
(SS2.S1S2.5352)? = (AR )3. AS2.BSa CS2 
( SS3.S483.S283)? = (AR)?. AS3.BS3.08; 


d. h. das Produkt der Abſtände vom Mittelpunkte eines der drei aus⸗ 
wärts berührenden Kreiſe zu den Mittelpunkten der drei übrigen tangi⸗ 
renden Kreiſe iſt die mittlere Proportionalgröße zwiſchen dem Produkt 
der Abſtände der Ecken von dem Mittelpunkte des betreffenden tangirenden 
Kreiſes und der dritten Potenz vom doppelten Durchmeſſer des umſchrie⸗ 
benen Kreiſes. — 


Lehr ſatz XXVXI. 
Figur 10. 


Die Mittelpunkte der drei außerhalb berührenden Kreiſe liegen ſo, 
daß die Summe der Quadrate ihrer Abſtände von einander gleich iſt dem 
doppelten Rechteck aus der Summe der Durchmeſſer dieſer Kreiſe in den 
Durchmeſſer des um das Dreieck beſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

S182: + 81832 ＋ 8283 SR (ri = T2 Tr). 
6* 


— 46 — 


Beweis. 


Nach Lehrſ. XXX Zuſ. 2 iſt 
ss” + 8281? + 83812 = 8R (2R + rn) ) 
SS” 4 81822 4 83822 = 8R (2R ＋ ra) > (A) 
SS3? — 81832 ＋ 82832 = 8R (2R + 13) J 
Hieraus folgt 
Ss? + 8822 + SS3? + 2 (81822 + 81832 4 828320 = 
SR (6R ＋ Ti ＋ T2 ＋ 3). 
Nach Lehrſ. XXIX Zuſatz iſt aber 
S812 + S822 + SS”? = SR (2R — x1). 
Demnach erhält man: 
2 (81822 + 81832 + 95°) = SR (AR ＋ r ＋T ri ＋ r ＋ ra). 


Aber ri ＋E T2 ＋E T3 =4R + r (Lehrſ. XIII) 
mithin 81822 + SS? ＋ 82832 = SR (TI rn ＋ rz). 
Zuſatz. 


Nach Lehrſ. XXX Zuſ. 2 iſt 
SS + S822 4 8832 + 81822 + 81832 + 82832 —= 48s. 
Zieht man hievon nach einander die Relationen (A) ab, ſo erhält 
man: 
8822 + 8832 4 82832 = 8R (AR — x1) 
8812 + Ss? + 81832 = 8R (AK — ro) 
SS? ＋ 8822 + 81822 = 8R (AR — 13) 
d h.: Die Summe der Quadrate von den drei Abſtänden irgend zweier 
Mittelpunkte der auswärts tangirenden Kreiſe von einander und vom 
Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes iſt gleich dem vierfachen Rechteck 
aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen in den Ueberſchuß dieſes doppel⸗ 
ten Durchmeſſers über den Halbmeſſer des dritten außerhalb berührenden 


Kreiſes. 
Lehr ſatz XXXII. 


Die Mittelpunkte der vier tangirenden Kreiſe liegen ſo, daß das 
Quadrat vom Abftande je zweier von einander ſammt dem Quadrat vom 
Abſtande der beiden übrigen von einander jedesmal von derſelben Größe 
iſt, und zwar gleich dem vierfachen Quadrat vom Durchmeſſer des um— 
ſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

8812 ＋ 82832 = 8822 4 84832 883 + 81822 — 16R”. 

Beweis. 
folgt aus Lehrſ. XX Zuſ. 3, wenn man die Geraden ASı, B82, Css als 
Höhenperpendikel des Dreiecks 8.8283 betrachtet und aus Lehrſ. XXII. — 
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Lehrſatz XXXIII. 


Die Mittelpunkte der auswärts berührenden Kreiſe liegen ſo, daß 
das Produkt ihrer Abſtände in einander gleich iſt der Summe der drei 
Produkte aus den Abſtänden je zweier derſelben von einander und vom 
Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h: 

S182. 8183. S283 = 8182.88. S82 L- 8183. S8. S883 + 8283. S8 2. 883 
Beweis. 
Nach Lehrſ. XXIX Zuſatz iſt 
S812 = AR (TI — 1) 
ss? = AR (rz — 1) 


demnach 
88,2.55.? = 16R? (Ti — x) (nr — 1) 


Aber (7. — 1) (ra —r) = Cs? (Lehrſ. XXVII Zuſ. 6) 


demnach 
SS, . SS> = AR. C8 


d. h. der Durchmeſſer des dem Dreieck S882 Ae Kreiſes iſt Je and 
gleich dem Durchmeſſer des dem Dreieck S,S.Sz zugehörigen umſchriebe⸗ 
nen Kreiſes (Lehrſ. IV Zuſatz, und Lehrſ. XXII). 


Hieraus folgt: 
S. 82.8183. 8283 — SR I 818283 


81 82.881. SS2. = 8R A S882 
S183. SS. S883 = SR IN, SSıS3 


8283. 882. S838 = 8R A S8283. 
Da nun 


A SıS2S3 = INN (S818. 4 SSıS3 ＋ 88283) 
ſo iſt auch 
S182. 8183, S283 = 882.881.882 ＋ 8183. SS. 883 + 8283. SS2. 883. 


Lehrſatz XXXIV 


Das Rechteck aus dem Abſtande des Mittelpunkts eines der vier tan⸗ 
girenden Kreiſe von der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks in den Halb— 
meſſer desjenigen Kreiſes, welcher durch die beiden übrigen Ecken und 
zugleich durch jenen Mittelpunkt geht, iſt gleich dem Rechteck aus dem 
Durchmeſſer des umſchriebenen und dem Halbmeſſer jenes berührenden 


Kreiſes, d. h. 
N 2Br 


B82 0 FS2 — ART2 
CSs . G83 = 2Rrs. 


8 
Beweis. 
Aus der Aehnlichkeit des Dreiecks BDE mit den Dreiecken ASM und 
ASıL folgt N 
AS: Su = DE: BE 
AS: SL= DE: BE 
Da nun SM r, SL = ri, DE = 2 
BE = ES = ES; ift, 
fo ergibt ſich 
AS.ES = ?Rr 
ASı.ESı = 2Rrı. Eben fo ift 
BS. FS2 = 2Rr, 
(53.6853 = 2Rrs. 


» Zuſatz. 
Da SSı = 2E8 
882 = 2 S2 
SS3 = 2683 


ift, fo hat man 
AS . 881 =BS.SS2 = C8. 883 = ÄRr 


d. h. wenn man das Dreieck S4S25 als das urſprüngliche Dreieck be 
trachtet: 5 


Das Rechteck aus dem oberen Theile eines Höhenperpendikels in ſei⸗ 
nen unteren Theil iſt gleich dem Rechteck aus dem Durchmeſſer des um- 
ſchriebenen in den Radius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Krei- 
ſes. — 

Ferner hat man noch 

AS . Sy = ARr. 

BS2 . 882 = ARra 

CS; . 883 = ÄARız 
d. h. das Rechteck aus den Abſtänden irgend eines Mittelpunktes der drei 
auswärts tangirenden Kreiſe vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen, und 
der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks iſt gleich dem Rechteck aus dem 
Durchmeſſer des umſchriebenen in den Durchmeſſer des betreffenden aus- 
wärts tangirenden Kreiſes. 


a 
Lehrſatz XXXV. 


Figur 12, a und b. 


Der Inhalt des urſprünglichen Dreiecks ABC verhält ſich zum In—⸗ 
halt des Dreiecks MNP, deſſen Ecken die Berührungspunkte eines feiner 
vier tangirenden Kreiſe ſind, wie der Durchmeſſer des dem erſten ums 
ſchriebenen Kreiſes zum Radius des betreffenden tangirenden Kreiſes, d. h. 


T 
AABC : AMNP = 2R : 7. ö 


Beweis. 


Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
AMN und BDC 
MSN und BEC 
folgt die Aehnlichkeit der Vierecke 
AMSN und DBEC. 
Vermöge dieſer Aehnlichkeit aber iſt 
AS: MN = DE : BC, mithin 
AS. BC = MN. DE, oder 
da dE 2 
AS. BC = 2R. MN. Eben fo 
BS. ACG = 2B. Mp 
CS. AB = 2 R. Np. 
Hieraus folgt: 
AS. BS. CS. AB. AC. BC = SRS. MN. MP. NP. 
Nun iſt aber ö 
AS. BS. CS = . ARr? (Lehrſ. XXVI) 
4 Rri? 


AB. Ad. BC = ARAI ABC (Lehrſ. IV Zuſ.) 
MN. Mp. xp a 5 5 AMNP (Lehrſ. IV Zuſ.) 
4 


Die Subſtitution dieſer Werthe ergibt 


TAABC = 2R/AMNP 
71 
mithin iſt 


AABC: A MNP = 2R : \ m \ 


Anmerkung. 
Einen anderen Beweis dieſes Lehrſatzes ſiehe Harm. Vhn., A. 2, 
Lehrſ. XIII. 27,82. 
Zuſatz 1. 
Bezeichnen F, Fı, Fe, Fs die Flächeninhalte derjenigen Dreiecke 
MNP, deren Ecken einzeln die Berührungspunkte eines der vier tangiren⸗ 
den Kreiſe ſind, ſo iſt in Folge unſeres Lehrſatzes 


14 


FI = SR A ABC 
12 
e 
Fa >R A ABC 


T3 
Fa = — ABC 
N 


folglich 
Fi ＋ Fz ＋ Fa r A ac 


= =. TA ABC (ſiehe Lehrſ. XIII). 


T 
—= 2 AyABE A ABC 


=? ABC ＋ F. — 
d. h. die Summe der Flächeninhalte derjenigen drei Dreiecke, deren Ecken 
einzeln die Berührungspunkte der drei auswärts berührenden Kreiſe ſind, 
iſt gleich dem doppelten Inhalt des urſprünglichen Dreiecks plus dem In⸗ 
halt desjenigen Dreiecks, deſſen Ecken die Berührungspunkte des einbe⸗ 
ſchriebenen Kreiſes ſind. 


Zuſatz 2. 
Aus der im Lehrſatz erhaltenen Relation 
AS. BS. CS. AB AC. BG = SRS. MN. MP. NP 
folgt noch, wenn man für As. BS. Os den Werth ART? (ARI? 2c.) ſetzt: 


AB. Ac. BCG: MN. Mp. p = 2R? : 15 
132 
d. h. das Produkt der drei Seiten des urſprünglichen Dreiecks verhält ſich 
zum Produkt der Seiten desjenigen Dreiecks, deſſen Ecken die Berührungs⸗ 
punkte eines der vier tangirenden Kreiſe ſind, wie das doppelte Qua⸗ 
drat vom Radius des dem erſten umſchriebenen zum Quadrat vom Radius 
des betreffenden Berührungskreiſes. — 


ä — . 


Dritter Abſchnitt. 
Die Höhenperpendikel. 


Lehrſatz XXXVI. 


Das Rechteck aus der Summe der Seiten in die Summe der rezi⸗ 
proken Werthe dieſer Seiten iſt gleich dem Rechteck aus der Summe der 
Höhenperpendikel in die Summe der reziproken Werthe der Höhenperpen⸗ 
dikel, d. h.: 


UBER | 
(a+ v „% +5 212 6 75 b. -E (ih ++) 


Beweis. 
Es iſt 
ahi = bha = cha = 2A 
mithin 

1 = . 
a 2A 
1.0, 
N 
1 Nike 
1 folglich 

1 1 1 bi . bez - hz 

N 0 N 


Nun iſt aber 2 = r (a b c), mithin 
3 Ri. 
8 — b == 2 1 (a ＋ b 0) folglich 
( BT = 0 . be tm 
a b C E 


Aber ; N ; 
El nn 
1 h- 10 ha in ib} Ca 


/ 


5 
Hieraus folgt 
1 1 132 Mi Bell 
(a ＋ b 0) (2+, ++) +++, L h 


Zu ſatz 


Eben fo erhält man 
a+ IA) + 
a rise: (-h . a ( in. = 
1 1 
(a-b+e) (TPU (mit 
1 1 


(a ＋ b - c) (Ge) -G. - (in 1 


Lehrſatz XXXVII. 
Figur 10. 


Die um die einzelnen Dreiecke AOB, AOC, BOC, in welche das 
urſprüngliche Dreieck durch feine Höhenperpendikel getheilt wird, beſchrie— 
benen Kreiſe ſind einander und dem um das urſprüngliche a be⸗ 
ſchriebenen Kreiſe gleich. — 

Beweis. 

Man verlängere das Perpendikel AAı, bis es zum zweitenmal dem 

Kreiſe (Z) in 01 begegnet, und ziehe B07, CO1; dann iſt 
C. BGO = Z GAO = / OC Ai. 
Da überdieß AC = Ad und Z. OAuC = Z O1A1C = 90°, fo 
iſt A OAıC = 01410, mithin auch 
AO = A440. 
Hieraus folgt weiter 
A BOC = A BO. 

Der um B01 beſchriebene Kreis ift aber kein anderer als der Kreis 
(2). Daher ift der um BOC beſchriebene Kreis ebenfalls = (2). Daf- 
ſelbe gilt von den Kreiſen, welche um die Dreiecke AOB und 400 be⸗ 
ſchrieben werden. 


Anmerkung. 


5 « 4 2. 
Vergl. auch den Beweis zu Lehrſatz XXIII 


„ a 
Lehrſatz XXXVIII. 


Das Rechteck aus dem Umfang des Hoͤhendreiecks AB. Ci in den 
Radius des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes iſt gleich dem In— 
halt des urſprünglichen Dreiecks, d. h., wenn wir den halben Umfang 
des Höhendreiecks mit sı bezeichnen: 

A ABC = Rs. — 


Beweis 
folgt aus Lehrſatz XXII und XXIII. — 


Zuſatz 1. 


Nach Lehrſ. XXIII iſt 
A SiS283s = 2Rs 
Daraus folgt 
A S283: A ABC = 28: 81 

d. h. der Inhalt des Dreiecks SıS2Ss, deſſen Ecken die Mittelpunkte der 
auswärts berührenden Kreiſe ſind, verhält ſich zum Inhalt des urſprüng⸗ 
lichen Dreiecks, wie der Umfang dieſes Dreiecks zum halben Umfang 
des Höhendreiecks. 


Zuſatz 2. 


Setzt man den Radius des dem Höhendreieck AuBıCı einbeſchriebe⸗ 
nen Kreiſes = e, ſo iſt a 
A ABıG = osı 

mithin 

A ABC: A 41101 =R:e 
d. h. der Inhalt des urſprünglichen Dreiecks verhält ſich zum Inhalt des 
Höhendreiecks, wie der Durchmeſſer des dem zweiten umſchriebenen zum 
Radius ſeines einbeſchriebenen Kreiſes. 


Eben ſo hat man 
A S18283 : A ABC = 2R: r 

Hieraus folgt weiter: HIER 

EN 818283: A AıBıGı = 2R2 : re 
d. h. der Inhalt des Dreiecks, deſſen Ecken die Mittelpunkte der auswärts 
tangirenden Kreiſe ſind, verhält ſich zum Inhalt des Höhendreiecks, wie 
das doppelte Quadrat vom Radius des dem urſprünglichen Dreieck ums 
ſchriebenen zum Rechteck aus den Halbmeſſern der dem urſprünglichen, 
wie dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſe. 


- ww. 


Die Radien der umſchriebenen Kreife für das Höͤhendreieck AB. Ci, 
für das urſprüngliche Dreieck ABC und für das Dreieck 8.8282, deſſen 
Ecken die Mittelpunkte der auswärts berührenden Kreiſe ſind, verhalten 
ſich wie 

ea 


(Vergl. Lehrſatz XXII). — 


Zuſatz 3. 
Nach Zuſ. 2 iſt 
A SiS283: A ABG = 2R : r 
Nach Lehrſ. XXXV iſt 
A ABG: A MNP = 2R: 1 
Hieraus folgt 
A SiSzSss3. A ABC = A ABC : A MNP 
d. h. das urſprüngliche Dreieck iſt die mittlere Proportionalgröße zwiſchen 
dem Dreieck 8.8283, deſſen Ecken die Mittelpunkte der auswärts berüh⸗ 
renden Kreiſe find und dem Dreieck MNP, deſſen Ecken die Berührungs⸗ 
punkte des einbeſchriebenen Kreiſes ſind. 


Zu ſatz 4. 
Nach Lehrſ. IV Zuf. iſt 
AB. AC. BCG = AR A ABC 

AI BI. AI CI. BI C Ii = 2R A AıBıC, (Lehrſ. XII). 
Hieraus folgt i 

AB. AC. BC: ABI. A1 Cu. BICi = 2A ABC: A ABI 

u 3 2R 2 „ 
d. h. das Produkt ſämmtlicher Seiten des urſprünglichen Dreiecks verhält 
ſich zum Produkt der Seiten des Höhendreiecks, wie der Durchmeſſer des 
dem erſten umſchriebenen zum Radius des dem zweiten einbeſchriebenen 
Kreiſes. 


Lehrſatz XXXIX. 


Figur 12, a und b. 

Der Inhalt desjenigen Dreiecks, deſſen Ecken die Berührungspunkte 
eines der vier tangirenden Kreiſe ſind, verhält ſich zum Inhalt des Hö— 
hendreiecks, wie der Radius des betreffenden tangirenden Kreiſes zum 
Durchmeſſer des dem zweiten einbeſchriebenen Kreiſes d. h. 


1 
A MNP : A 41101 —— 1 0 8 29 


Beweis. 
Nach Lehrſ. XXXV iſt 
11 
A MNP : A ABC 80 2R 
Urs 


Nach Lehrſ. XXXVI II, Zuf. 2 iſt 
A ABG: A ABG =R:e 
Hieraus folgt: 


Lehrſatz XL. 


Der Radius R des dem Dreieck 87828 einbeſchriebenen Kreiſes vers 
hält ſich zum Radius r des dem urſprünglichen Dreieck ABC einbeſchrie⸗ 
benen Kreiſes, wie der Umfang dieſes Dreiecks zum Umfang des Drei- 
ecks MNP, deſſen Ecken die Berührungspunkte des einbeſchriebenen Krei⸗ 
ſes find d. h., wenn wir den halben Umfang des letzten Dreiecks mit; S >, 


bezeichnen: 
RT = Ss 282 


Beweis. 
Nach Lehrſ. XVI iſt 
1 1 1 
N 8 


AS 58 Cs 
=. + 118 — En (Lehrſ. XV, Zuf. 1) 
a. A8 E b. BS E c. C8 


2R (MN MP NP 
an turm (ſiehe den Beweis 
zu Lehrſ. XXXV) 

8 ARsa 

AR (A ABC) 
82 


S 


Hieraus folgt 


— — — 


Zuſatz. 
Bezeichnen wir den halben Umfang des Dreieckd §S28a mit ss, fo iſt 
N. N und 
82 g 
9 A SiS283 ; 
83 


Hieraus folgt 
A 818283 5 IN ABC = 83 : 82. 
Nun iſt aber (Lehrſatz XXXVIII Zuſ. 2) 
A SisSzss: IN ABC = 2R : r 
mithin sd : 82 = 2R : r 
d. h.: Der Umfang desjenigen Dreiecks, welches zu Ecken die Mittel⸗ 
punkte der auswärts berührenden Kreiſe hat, verhält ſich zum Umfang 
desjenigen Dreiecks, deſſen Ecken die Berührungspunkte des einbeſchriebe⸗ 
nen Kreiſes ſind, wie der Durchmeſſer des dem urſprünglichen Dreieck 
umſchriebenen zum Radius ſeines einbeſchriebenen Kreiſes. 
Ferner iſt ö 
N ABC = Rs und 
A ABC = Rsı (Lehrſ. XXXVIII). 
Hieraus folgt 
Run — Ss 2 
d. h. der Radius des dem Dreieck S1S2Sa einbeſchriebenen Kreiſes ver⸗ 
hält ſich zum Radius des dem urſprünglichen Dreieck ABC umſchriebenen 
Kreiſes, wie der Umfang des Höhendreiecks zum Umfang desjenigen 
Dreiecks, deſſen Ecken die Berührungspunkte des einbeſchriebenen Krei⸗ 
ſes ſind. 


Lehrſatz XLI. 
e, , 

Das Produkt aus den drei Höhenperpendikeln eines Dreiecks iſt 
gleich dem Produkt aus dem Inhalt des Dreiecks in den Umfang des 
Höhendreiecks, d. h.: 

hihzhas = 281 A. 
Beweis. 
Aus Lehrſ. XXVII folgt 
Hhzhs = 2Rsı? 


Aber RSI = A (Lehrſ. XXXVIII). 
Daher hıhah3z = 281 A 


— 57 — 


Zuſatz 1. 
Nach Lehrſ. XXXVIII iſt 
RR, 
a 


Hieraus folgt 
207) 
mithin ö 
A = V(R.hihzha) 


d. h. der Inhalt des urſprünglichen Dreiecks iſt gleich der Quadratwur⸗ 


zel aus dem Produkt ſämmtlicher Höhenperpendikel und dem Radius des 
dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes. 


Derſelbe Satz läßt ſich auf folgende Weiſe herleiten: 
Es iſt 


2Rhı = be, mithin 


be 

h a Eben fo 1 
ac 
ha = 2R 
Ab 
= n 


Hieraus folgt 
2 2 2 
Bie abo eu 7 an 


a 


A = , (½Rhihahs). 
Auch erhält man 


hi hahz = 2RSı® 
d. h. das Produkt aus den drei Höhenperpendikeln iſt gleich dem Pros 
dukt aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen 1 in das Quadrat 
vom halben Umfang des Höhendreiecks. — N 
Ferner l g 5 der, Aehnlichkeit der Dreiecke v8 und Aa; 
2 S881 = Aa: AA! d. h. 
= 789, = Aa h. 


mithin iſt A 
2Rh, 5 
Aa 1 
a 883 Eben ſo iſt 
Bb = 2Rhz 
882 
23 
C 5 
8 SS3 


— 58 — 
Hieraus folgt 


8R®hıhehz 
Aa. Bb. Ce. S8. 882885 
Nun iſt 
2 2 
hıheh; = —— 
881 S882. S8S3 = 16Rer (Lehrſ. XXV) 
mithin 
2 
(I) Aa. Bb. Cc > = rs? 
= r (rıra + rıra ＋ Terz) 
== TıTaTz 


d. h. das Produkt der drei Geraden, welche die inneren Winkel des Drei- 
ecks halbiren, iſt gleich dem Produkt aus den drei Radien der auswärts 
berührenden Kreiſe. 
Auch iſt nach Lehrſ. XV, Zuſ. 1 und Lehrſ. IV, Zuf.: 
Aa. AE = be = 2Rhı, mithin 


2Rhı 
AE = A 
15 Eben ſo 
2Rhz 
BF = 
N Bb 
2Rhz 5 
CG = -——-, folgli 
Ce „folglich 
x 
AEBF.CG = SR-hihehz 
Aa. Bb. C 
2 
Aber 151 80 — 


a Aa. Bb. C = rırırz = s (A) (Lehrſ. XVII, Zuf. 1). 
Demnach 


(I) AE BF. CG = — — = 16Rer 


= 881.882.883 (Lehrſ. XXV) 


d. h. das Produkt der drei Geraden, welche die inneren Winkel eines 
Dreiecks halbiren, wenn dieſe Geraden bis zum Durchſchnitt mit dem um⸗ 
ſchriebenen Kreis (2) verlängert werden, iſt gleich dem Produkte aus 
den Diſtanzen vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen zu den Mittelpunk⸗ 
ten der drei auswärts berührenden Kreiſe. 


m 5 


Aus der Multiplikation von (1) und (II) folgt 
Aa. Bb. Cc. AE. BF. CG = 16R? rrirera 
= (AR A) (Lehrſ. XIV) 
— (abc) RA IV, Zuf.) 
welche Folgerung zugleich aus Lehrſ. XV, Zuſ. 1 „hervorgeht. — 
Ferner ergibt ſich aus der Aehnlichkeit der Dreiecke Sas und Aakı 
Sa: Ss = Aa: AA, d. h. 
Sa: 1 = Aa: hi, mithin 
Sa = . Eben ſo iſt 
r. Bb 
h 
Sc = i, folglich 
TSAa. Bh. Ce 
eee 
„ Trrirera 4 
2R8 2 
— en (Lehrſ. XIV) 
— R? 1 2812 
ARSı? 
= !hRr?, 
d. h.: Das Produkt aus denjenigen drei Abſchnitten der Halbirungslinien 
der inneren Winkel des Dreiecks, welche einerſeits durch den Mittelpunkt 
des einbeſchriebenen Kreiſes, andererſeits durch die einzelnen Seiten des 
Dreiecks begrenzt werden, iſt gleich dem Produkt aus dem Quadrat vom 
Radius des einbeſchriebenen Kreiſes in den halben Radius des umſchrie⸗ 
benen Kreiſes. 
Auch hat man noch wegen Lehrſ. XXVI: 
Sa. Sb. Sc = 7/ (A8. BS. CS) oder, was daſſelbe 
AS. BS. CS = Sa. Sb. Sc. — 
Gleicherweiſe folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke Stast und Aakı 
Sta: Sist: = Aa: AA oder 


Sb 


Sa. Sb. Sc 


(Lehrſ. XXXVIII) 


Saar =ıAasııhr mithin 
11Aa 
Sa= Eben ſo 
hy 
Sab 2 raBb 
ha. 
Ce 
Sc= , folglich 


Da 


8 


Tiara. Aa. Bb. Ce 
hihzhg 
(Tarzrs )? 
hyhshz 
Aber ner = s (A) (Lehrſ. XVII, Zuſ. 1) 


nn 2 ar 


$12.82b,Ssce = !/a 5 
d. h.: Das Produkt aus denjenigen drei Abſchnitten der Halbirungsli⸗ 
nien der inneren Winkel des Dreiecks, welche einerſeits durch je einen 
Mittelpunkt der auswärts tangirenden Kreiſe, andererſeits durch die ent⸗ 
ſprechende Dreiecksſeite begrenzt werden, iſt gleich dem Produkt aus dem 
Quadrat vom halben Umfang des Dreiecks in den halben Radius des 
umſchriebenen Kreiſes. — 
Nach Lehrſ. XXVII iſt 
Al. BS2. CS3 = ARs? 


demnach iſt 1 
Sa. S2b. 833 = 78 ( ASı.BS2.CS3 ) 


Sia. Szb. Sc 


„mithin 


oder 
AS. BS2z. CS3 = 8. S a. S2b. S3 0. 


Auch folgt noch aus Lehrſ. XIX und Lehrſ. XXIII 
S2. Sab. Sac = /½R (Tirz + rıra + Tara) 
— Aıs (A 818283 95 se 
Ferner iſt 
Sa. Sb. Sc: Sta. Stb. S110 = r? : 82 
Da nun nach Lehrſ. XXV, Zuſ. 1 
SS:. SS2. SSg : 8182. 8183. 85 = 
ſo hat man noch: 
Sa. Sb. Sc: Std. Sb. 510 = (881.882.883)? : (8182.81 83. 8283). 


Zuſatz 2. 


Nach Zuſ. 1 iſt 
Sa: r = Aa: h.. Hieraus folgt 


Sa r - 
KT Eben fo ift 
Sb 1 

BB bh 

Sc 


— _, mithin 

oe ha’ h 

Sa Sb Sc 1 1 
a 1b 00 E . 


Aber 
1 1 1 
hi % I * 7 F (Lehrſ. XVI) 
Demnach 
Sa Sb Sc 
Aa + Bb ar Ce 1 
Ferner ift 
AS : Aa = hi — : h 
Aber bi = . (Lehrſ. XVII, Zuſ. 3) 
rt. 8) 
mithin bi — T 2 5 EEE 
Demnach 
AS: Aa 2 ri r: 2x. oder 
1 1 5 8 
4 2 (1 *) Eben ſo 
BS 1 1 1 
N 2 ( ) 
Cs 1 1 1 
ek) 
Da nun „ + 1 (Lehrſ. XVII) 
. ; 14 Ta T3 U 
ſo erhaͤlt man 
AS BS . cs 
a BR c 
Zuſfatz 3 


Nach Lehrſ. XIV iſt i 
(A) = rrirers 
mithin auch 
nei 2rrrrars 
Aus dem gleichen Grunde iſt, wenn man die Radien der vier das 
Dreieck 818283 tangirenden Kreiſe mit R, R., Re, Rs bezeichnet: 
R. Ri. Re Ra 


AS. BS2. S3 = R 


Nach Lehrſ. XXVII aber iſt 


ASı.BS2.C5 = (T1 4 12) (Tri + 13) (ra ＋ 13). 
Hieraus folgt 


(ASS = Rn ＋ r-) (1 A rs) (rz + ne). 


=: 


Eben fo iſt, wenn man die Radien der drei das Höhendreieck AuBıCı 
auswärts tangirenden Kreiſe eu, e es nennt: 

CAP = R (e + ee) (ei + ss) (e + es). 
d. h. das Quadrat vom Inhalt des urſprünglichen Dreiecks iſt gleich ei⸗ 
nem Produkt aus vier Faktoren, von denen der erſte gleich dem Radius 
des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes, und von denen die drei 
anderen die Summen von je zwei und zwei Radien der das Höhendreieck 
auswärts tangirenden Kreiſe ſind. — 


185 Zuſatz 4. 
Nach Lehrſ. XVII, Zuſ. 3 iſt 


Arrı 
I 
2rra 
Tr — Tr 
2rra 
3 — 1 


hi = 
hr = 


ba = 


Hieraus folgt 
Sr. Trirzrz 

u e Die nn) 
Nun iſt d 
rrirzra = (A)? (Lehrſ. XIV) 
und m — r) (rz - ) (ra — r) = As. BS. CS (Lehrſ. XXVI, Zuſ. 1) 
mithin iſt a 

hihzhs. AS. BS. CS = 8 A). 

D. h.: Das Produkt der drei Höhenperpendikel in das Produkt der 
drei Abſtände der Ecken des Dreiecks vom Mittelpunkt des einbeſchriebe— 
nen Kreiſes iſt gleich dem doppelten Produkt aus dem Quadrat vom 
Durchmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes in das Quadrat vom Inhalt 
des Dreiecks. 


Zuſfatz 5. 


Da 
s1? eie + ies + eres (Lehrſ. XIX) 
fo folgt noch aus Zuſ. 1: 
hühazha = 2R (eie + gigs ＋ 0203) 

d. h. das Produkt der drei Höhenperpendikel eines Dreiecks iſt gleich dem 
Produkt aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes in die Summe 
der Verbindungen von je zwei Radien der auswärts tangirenden Kreiſe 
des Höhendreiecks. 


u 
gehrſatz XIII. 


Der Umfang des urſprünglichen Dreiecks verhält ſich zum Umfang 
des Höhendreiecks, wie der Radius des dem erſten umſchriebenen zum 


Radius ſeines einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 
. 


Beweis. 
Es iſt AABC = xs und 
AABC = Rsı (Lehrſ. XXXVIII) 
mithin 
8 : S1 S R: r. 
Zuſatz 1 
Nach Lehrſ. XVI iſt 
1 1 1 1 
3 


mithin 
hihsh; = r (hihz — haha + haha). 


Nach Lehrſ. XLI Zuſ. 1 iſt 
hihzha = 2Rsı?, mithin 
2812 


hıha — hıhz + hzhs = 


Da nun nach unſerem Lehrſatz 
„ , ſo ergibt ſich 


T 81 
hihz + hiha + haha 2881. 
D. h.: Die Summe der Rechtecke aus je zwei Höhenperpendikeln 
iſt gleich dem doppelten Rechteck aus dem halben Umfang des urſprüng⸗ 
lichen Dreiecks in den halben Umfang des Höhendreiecks. 


Zuſatz 2. 
Nach Lehrſ. XIV iſt 


(A)? = xx. rera. 


Nach Lehrſ. XLI, Zuſ. 1, iſt 
LA) = /„Rhıhzhz 


Hieraus folgt 
TıTara3 : hihzhs = R: ?r 


DE - N 


d. h.: Das Produkt ſämmtlicher Radien der auswärts berührenden Kreife 
verhält ſich zum Produkt der Höhenperpendikel, wie der Radius des 
umſchriebenen zum Durchmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes. 

Nach Lehrſ. XVII, Zuſ. 1 und Lehrſ. XIX iſt ferner 

rirzra = 182. 
Nach Lehrſ. XXXIX, Zuf. 1, hat man 
bihehs = r (hahe + hihs + haha) 
Setzt man dieſe Werthe in die obige Proportion, ſo erhält man 
S2 : hihz + hihs ＋ heh3; = R: ?r 

d. h.: Das Quadrat vom halben Umfang des Dreiecks verhält ſich zur 
Summe der Rechtecke aus je zwei Höhenperpendikeln des Dreiecks, wie 


der Radius des umſchriebenen zum Durchmeſſer des einbeſchriebenen Krei⸗ 
ſes. 5 


Da ferner 


82 = Firz + rirs + rers (Lehrſ. XIX), 
ſo iſt auch | 

rırfa ＋ rıra + Tora : hihz + hihz + heh; = R: Pr 
d. h.: Die Summe der Rechtecke aus je zwei Radien der auswärts be⸗ 
rührenden Kreiſe verhält ſich zur Summe der Rechtecke aus je zwei Hö⸗ 
henperpendikeln des Dreiecks, wie der Radius des umſchriebenen zum 
Durchmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes. 


Lehrſatz XILIII. 
Fig ur 11. 


Wenn man aus dem Fußpunkte irgend eines der drei Höhenperpen⸗ 
dikel auf die beiden anderen Seiten des Dreiecks Perpendikel fällt, ſo iſt 
die Gerade, welche die Fußpunkte dieſer beiden Perpendikel mit einander 
verbindet, gleich dem halben Umfang des Höhendreiecks, d. h.: 

xy = S1. — 


Beweis. 


Man verlängere die A und A4), bis fie der BCi in at und au 
begegnen, dann iſt 
( ABI CI Lai und 
C ABI CI = L AIBIC 
mithin 
/aBıC = LAIBIC. Eben fo 
C. di CiB = C. AI CI B. 


„ - - WS 


Hieraus folgt 
aBı = AıBı 
au = Alı, 
mithin 
ua = ABı + A101 + BC = 2sı. — 
Da nun x in der Mitte von Arat, y in der Mitte von 47% liegt 
ſo iſt 


e . e 


Lehrſatz XILIV. 


Die Summe der Quadrate von den Seiten des Dreiecks iſt gleich 
dem Rechteck aus dem doppelten Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes 
in die Summe von dieſem Durchmeſſer und dem Radius des dem Hö- 
hendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

a2 ＋ be ＋ c = AR (2R + g). 


Beweis 
folgt aus Lehrſ. XXXI, XXII und XIII. 
Zuſatz. 
Auch iſt 
a? E be ＋ c = AR (ei + 02 + es) (ſiehe Lehrſ. XXXI.) 
Ferner 


BO? + CO? . BC? = AR (2R — ei) 

AO? + CO? + AC? = AR (2K — ee) 

AO® + BO + AB? = AR (2R — es) 
S. Lehrſ. XXXI, Zuſatz. 


Lehrſatz XLV. 


Die Summe der Quadrate der oberen Theile der Höhenperpendikel 
iſt gleich dem Rechteck aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes 
in den Unterſchied dieſes Durchmeſſers vom Durchmeſſer des dem Hör 
hendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

AU? + BO? + C02 = AR (R — g). 


Beweis 
folgt aus Lehrſ. XXIX, Zuſatz, und Lehrſ. XXII. 


e 


Zuſatz. 


Auch iſt 
A0. B10. C10: A0. BO. CO = A0. BO. CO: (2R)s 
d. h. das Produkt der oberen Theile der Höhenperpendikel iſt die mittlere 
Proportionale zwiſchen dem Produkt der unteren Theile und der dritten 
Potenz vom Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes (ſiehe Lehrſ. XXIX, 
Zuſatz). 


Lehrſatz XLVI. 


Die Summe der Quadrate der Radien der vier tangirenden Kreiſe 
ift gleich der Summe der Quadrate der oberen Theile der Höhenperpen⸗ 
dikel plus dem Quadrat vom 1 des umſchriebenen Kreiſes, 
d. h. 555 

re ＋ 11 ＋ 22 ＋ 782 = A402 5 BO? + CO? + AR? 


Beweis. 
Nach Lehrſ. XIII iſt 


11 —— 12 ＋ T3 AR T, mithin 
T ＋ TI ＋ T2 ＋ T3 = AR -+ %ı 
= 2R E T) ＋ 2R 
A0 ＋B0 ＋ co ＋ R (f. Lehrſ. XX). 
Hieraus folgt 
12 tn? ＋ 22 ＋ ra? + 2( rr. ＋ Tra ＋ Tra ＋ nr, ＋ Tir + rat) = 
AO? — BO? + CO? ＋ 4B? + 2(40.B0 + 40. C0 ＋ BO. CO) + 
AR (AO + BO + CO). 
Nun iſt aber 


rri ＋ rz + 113 4 rıra + Tirs + rzra = ab + ac ＋ be (Lehrſ. XV). 

AO.BO = 2R.A,O (Lehrſ. IV und Lehrſ. XXXVII) 
mithin 
AO.BO ＋E A0.CO + B0.CO + 2R (AO +BO ＋ CO) = 

2R (hi bh ＋ hs). 
Nach Lehrſ. IV iſt aber 
2R.hı = be, demnach auch 
2R(hz ＋ haz + ba) = ab + ac + be. — 

mithin, wenn man ſubſtituirt: 
12 ＋ 112 ＋ ra? ＋ T3 = 402 + BO? + CO? + 4. — 


PR; 


Zuſatz. 


Nach Lehrſatz XLV iſt 
AO? + BO? + CO? = AR? — AR, demnach 
12 E 112 ＋E nr? ＋ 132 = SR? — Ak. Ferner iſt 
a? + b? + c? = 8R? + ARo (Lehrſ. XLIV) 

mithin 

a? = b? —— c? ＋ ra —— 112 — ra? + 3 16R? 
d. h.: Die Summe der Quadrate der drei Seiten, plus der Summe 
der Quadrate der Radien der vier berührenden Kreiſe iſt gleich dem vier- 
fachen Quadrat vom Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes. 


Lehrsatz XLVII. 


Die Summe der Rechtecke aus je zwei unteren Theilen der drei Hö⸗ 
henperpendikel iſt gleich dem Rechteck aus der Summe der Radien des 
um⸗ und einbeſchriebenen Kreiſes in den Durchmeſſer des dem Höhen— 
dreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 

5 A10.B10 ＋ A410. C10 + BIO. C10 = 2e (R + r) 


Beweis Z. 


Aus Lehrſ. XXXIV, Zuſatz und Lehrſ. XXII folgt 
A0. A0 = 2Re, mithin 


1 AO 

0 = Re Eben fo 
1 39 

er 
1 co 

GO Ane 


Da nun 40 +BO +CO = AR r) (Lehrſ. XX), 
ſo erhält man 


1 1 1 rr 
75 =— — „ mithin au 
410 + B10 5 C10 Re 5 ch 
R ＋ T 
410.510 — 410. C0 —— B10. CI0 = R (410 BIO. C40) 
2 


Aus Lehrſ. XXVI und Lehrſ. XXII folgt aber 
410. B10. C 10 = 2Re? 
mithin 
A0. BtO ＋ 40. C10 + B10. C10 = 29 (K + r} 


re 
Beweis 2 


Da AO der Durchmeſſer des um das Dreieck BıOCı befchriebenen 
Kreiſes iſt, ſo hat man nach Lehrſ. IV Zuſ. eh 
Bı0.C,0 = 40.9. Eben fo ift 
A0'G0O = BO. 
A10. B10 = C0. e, mithin 
AI O. B10 + 410. C0 + B10. C10 = e (AO + BO ＋ CO) 
= 22 (R er) Cehrſatz XX.) 


Lehrſatz XLVIII. 


Die Summe der Rechtecke aus je zwei oberen Theilen der Höhen⸗ 
perpendikel iſt gleich dem Rechteck aus der Summe der unteren Theile der 
Höhenperpendikel in den Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes, d. h. 
A0. BO + A0. CO + BO. CO = 2R (A10 + B10 + C0) 


Beweis. 


Nach Lehrſ. XXXVII und Lehrſ. IV, Zuſ. iſt 
BO.CO = 2B. A10 
A0. CO = 2B. B10 
AO.BO = 2B. C10, mithin 
AO.BO + A0.CO + BO.CO = 2 (A,O + 10 + 0). 


j Zu ſatz. 
1 Br Figur . 
2a „ Cc 1 8 en 1: er 9 17 en AG, : II 
5 N i — a 8 noch a AR 


ö een b -be N 
mithin erh 2X U pl, 2 A al, T 


— = - 7 


Grm ee, 40. BC = 2R. B. CI. Eben fo 


BO. AC = 2. A101 
CO. AB = 2. A1 Br. 
Addirt man dieſe Relationen, ſo erhält man, da 
AıBı — Aılı - BıCı = 281 iſt: 
AO. BC + BO. AC + CO. AB = ARS 
= 4 A ABC (Lehrſ. XXXVIII) 


8 


d. h.: Die Summe der Produkte aus den einzelnen Dreiecksſeiten in 
die oberen Theile ihrer zugehörigen Höhenperpendikel iſt gleich dem vier 
fachen Inhalt des Dreiecks. — 


Lehrſatz IL. 


Das Produkt der unteren Theile der Höhenperpendikel verhält ſich 
zum Produkt der oberen Theile, wie der Radius des dem Höhendreieck 
einbeſchriebenen zum Durchmeſſer des dem urſprünglichen Dreieck e 
benen Kreiſes, d. h. 

A0. BO. C10: A0. BO. CO = e: 2R 


Beweis. 


Aus Lehrſ. XXVI und Lehrſ. XXII folgt 
410. B10. C 10 = 2 Res. 
Eben fo iſt nach Lehrſ. XXVIII Zuſ. 2 und Lehrſ. XXII 
s 40. BO. CO = AR?o. 
Hieraus ergibt ſich 
A,0.B10.C,0 : A0. BO. C0 = : AR. 


Zuſatz. 


Nach Lehrſ. XVII Zuſ. 1 iſt 
19293 = E ui ies Tr 92750 
= gsi? (Lehrſ. XIX) 
— 84 A ABI CI. 
Nach Lehrſ. XII iſt 
Hihzhg — 287 IN ABC 
R A A,BıCı (Lehrſ. XXXVIII Zuf. 2) 
mithin 
219293: hihzhbs = : „ 
d. h.: Das Produkt der Radien der das Höhendreieck auswärts berüh— 
renden Kreiſe verhält ſich zum Produkt der Höhenperpendikel, wie der Ra— 
dius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen zum Durchmeſſer des dem ur⸗ 
ſprünglichen Dreieck umſchriebenen Kreiſes. 
Auch folgt 
A10. B10. C10: AO.BO.CO = gieags : hihahs 
d. h. das Produkt der unteren Theile der Höhenperpendifel verhält ſich 
zum Produkt der oberen Theile, wie das Produkt der Radien der das 


„ 
9 

Höhendreieck auswärts berührenden Kreiſe zum Produkt der Höhenper⸗ 
pendikel. 

Ferner folgt 

AIO. BI 0. CI O. hi. hz.hs = 40. B0. CO. 19293. 
Aber > 
. AO.gı = ABı.AC,. (Lehrſ. IV, Zuf.) 
BO. = BCI. BA 
C0. = CA,. CBA, mithin 
AO.BO.CO.gigzes ABT BCi. CA X Adi. BA. CB 
= (AB.. BCI. CA)? 
= (ABI. A101. B. Cf): (ſiehe Lehrſatz XXVI, 
Zuſatz 2) 
: Demnach iſt 
A0. BO. C. O. hi. hz.ha = (ABI. AI CI. BI CI) 2 

d. h. das Produkt ſämmtlicher Seiten des Höhendreiecks iſt die mittlere 
Proportionalgröße zwiſchen dem Produkt der ganzen Höhenperpendikel und 
dem Produkt der unteren Theile derſelben. (Siehe auch Lehrſatz XV, 
Zuſatz 2). 


Lehrſatz L. 


Das Rechteck aus dem Radius des umſchriebenen Kreiſes in die 
Summe der unteren Theile der Höhenperpendikel iſt gleich dem Quadrat 
vom Halbmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes, plus dem Rechteck aus dem 
Radius des umſchriebenen Kreiſes in die Summe vom Durchmeſſer des 
einbeſchriebenen und dem Halbmeſſer des dem Höhendreieck einbeſchriebe— 
nen Kreiſes, d. h. 

R (A0 ＋ B10 ＋ C10) = r ＋ R (Lr ＋ e) 


Beweis. 


Nach Lehrſ. XX iſt 
AO ＋ BO ＋ CO = 2 (R Y r) mithin 
402 + BO? + CO? ＋ 2 (A0. B50 + A0. C00 + BO. CO) = 4 (R + 1)? 
Nun iſt nach Lehrſ. XLV und XLVIII 
AO? ＋ BO? + C02 = AR (R — e) und 

AO.BO — A0.CO + BO.CO = 2R (A410 + 3.0 + C0) 
Die Subftitution dieſer Werthe ergibt 

f P ̃Ü—5.-C Ch > u) 
Hieraus folgt 

R (A0 ＋ BO ＋ C10) = 1 ＋ R (dr ＋ g). 


= mM = 
Lehr ſatz LI. 


Die Summe der Quadrate der unteren Theile der Höhenperpendikel 
iſt gleich dem Quadrat vom halben Umfang des Höhendreiecks weniger 
dem Rechteck aus dem Radius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen 
Kreiſes in die Differenz dieſes Radius vom doppelten Durchmeſſer des 


dem urſprünglichen Dreieck umſchriebenen Kreiſes, d. h. 
210% eee 0 eo b — ?.) 


Beweis. 


Bezeichnet man die Seiten des Höhendreiecks mit ar, ba, ca, fo iſt 
A102 = oe: ＋ (81 — ar)? 
5102 = eg? + (81 — bı)? 
MO or ln 


l 


mithin 
A102 + B10? + 0? = Jo? + 34? — 281 (u + b. (11) 


E a . bie = ei? 
Nun iſt 


al? E bi? - a? — 281 (ya E bi ＋ ci) = 412 - bi? E 0? 
E (a +b+ ci)? 

— 2 (ubı + ac + bıcı) 

— 20 (e te tes) tagt a 

— 2 (e (2R ＋ g) ＋ 5?) 


I 1 


I 


Hieraus folgt 


A102 + B02 + 00°? = 92 — ARo ＋ sı?, oder 
was dasſelbe. 


A102 J. B0? + C202 = 812 — f (AR g). 
Zuſatz 1. 

Da s12 = 

ſo iſt auch ö 

A102 + 310? ＋ (102 = e (2R ＋ e) + gie + eies + 9293 — 6 Rg. 


Aber 2R-e= ei + e + es (Lehrſ. XIII und Lehrſ. XXII). 
Demnach 


eee + gigs + ea2os (Lehrſ. XIX), 


A102 + B02 ＋ C202 — e + 002 + ges + gie + eıea + 9293 — 6Re 
= abı + a, E ba — 6Re (Lehrſ. XV) 

d. h. die Summe der Quadrate der unteren Theile der Höhenperpendikel 

iſt gleich der Summe der Rechtecke aus je zwei Seiten des Höhendreiecks, 


a Be u 


weniger dem ſechsfachen Rechteck aus dem Radius des umſchriebenen in 
den Radius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes. — 


Zuſatz 2. 


Nach unſerem Lehrſatz iſt 
A102 + BIO? + (102 = 812 — e (AR — 90. 
Nach Lehrſatz XLVII iſt 
2 (A10.B10 + 410.010 4 B10.C 10) 49 (R ＋ rx). 
Hieraus folgt 
(A410 + BIO + C0)? = 812 ＋ % (Ar = e) 
d. h. das Quadrat der Summe der unteren Theile der Höhenperpendikel 
iſt gleich dem Quadrat vom halben Umfang des Höhendreiecks plus dem 
Rechteck aus dem Halbmeſſer des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Krei— 
ſes in die Summe dieſes Radius und des doppelten Durchmeſſers des 
dem urſprünglichen Dreieck einbeſchriebenen Kreiſes. 


Lehrſatz LM. 
Figur 11. 


Die Summe der oberen Theile der Höhenperpendikel in den kleine⸗ 
ren Dreiecken ABıCı, BACH, CA ABA, welche durch das Höhendreieck vom 
urſprünglichen Dreieck abgeſchnitten werden, iſt gleich der Differenz der 
Durchmeſſer des dem urſprünglichen Dreieck umſchriebenen und des dem 
Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h.: 


AG ＋ BO ＋ C03 = 2 (R — g). 
Beweis. 


Da 0107, B10 auf A0, B. Oi, C10 auf AB ſenkrecht ſtehen, jo iſt 
die Figur B00 ein Parallelogramm, mithin Ou = O = E 


und AO = a — g. Eben fo 
502 1 7 e 
(0 = 3 — e. 


Hieraus folgt 

A0 ＋ B02 + 00; = (at 2 ＋ 30 — 32 
— 2R + e — 32 (f. Lehrſ. XIII) 
2 (R - g). 
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Lehrſatz LM. 
Figur 11. 


1 
Der untere Theil jedes Höhenperpendikels iſt die mittlere Proportio— 
nale zwiſchen den oberen Theilen der von den beiden anderen Ecken aus— 
gehenden Höhenperpendikel in den kleineren Dreiecken AB. Cr, BAıCı, 
CAıBı, welche durch das Höhendreieck abgeſchnitten werden, d. h.: 
BOzꝛ : AO = A0: CO; 
AO, : BIO = BIO: C03 
AO : GO = GO : B02 


Beweis. 


Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke C4, A1 Cry, AC l, BıCıby folgt 
die Aehnlichkeit der Dreiecke 80241 und BıO,A und hieraus 


BO2 : A102 = Bı0ı : A0. 
Nun iſt aber ſowohl 4402040 als Bı0Cı0; ein Parallelogramm, 
daher A0 2 = GO = 3101, mithin 
BO: : GO = C10: 401 oder, was daſſelbe 
401 : GO = G0 : BO: Eben fo erhält man 


AO, : BO = 310: CO; und 
B0O2 : AAO = A0: CO:. 


Zuſatz. 


Aus unſerem Lehrſatz folgt 


A102 = 302. CO3 
BIO? = 401. COa 
C402 = A001. B02 
mithin f 
A10. B10. C 1 0 = A001. BOꝛ. COʒ 


d. h. das Produkt aus den unteren Theilen der Höhenperpendikel im 
urſprünglichen Dreieck ABC iſt gleich dem Produkt aus den oberen Thei⸗ 
len der von den Ecken A, B, C auf die Seiten des Höhendreiecks A114 
gefällten Senkrechten, dieſe oberen Theile von den Ecken bis zum Durch⸗ 
ſchnitt der Höhenperpendikel in den partiellen Dreiecken AB. Cu, BAıCı, 
CA,Bı gerechnet. 

10 
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Lehrſatz IIV. 


Die Summe der Quadrate der oberen Theile der Höhenperpendikel 
im urſprünglichen Dreieck ABC ift gleich dem Rechteck aus dem Durch— 
meſſer des umſchriebenen Kreiſes in die Summe der Abſtände der Ecken 
des Dreiecks von den Durchſchnittspunkten der Höhenperpendikel in den 
partiellen Dreiecken AB CI, BAICA, CAıBı, welche durch das Höhen⸗ 
dreieck abgeſchnitten werden, d, h. 
AO® + BO? + CO? = 2R (AO, + 302 + Ca). 


Beweis. 


Nach Lehrſatz XLV ift \ 
AO® ＋ BO? + C0 = AR (R — e). 
Nach Lehrſ. LII aber 
AOL + B02 + C03 = 2 (R — e) 
Hieraus folgt 
AO? ＋ BO? 4- CO? = 2R (AO, + B02 + C02). 


Lehrſatz LV. 


Die Summe der Quadrate der Abſtände der Ecken des Dreiecks von 
den Punkten Or, Oe, 03 iſt gleich dem Quadrat vom Durchmeſſer des 
umſchriebenen Kreiſes ſammt dem doppelten Quadrat vom Halbmeſſer 
des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, weniger dem doppelten 
Quadrat vom halben Umfang dieſes Dreiecks, d. h.: 

AO? — B02 ＋E- 005? = AR? ＋ 2 das 


Beweis. 


Es iſt (Lehrſ. LII) 
(A0. + B02 — C03)? = A012 + BO2? + C03? ＋ 2(A0,.B02 + 40, CO 
—- B02005)) = 4 (R 95 
Nach Lehrſ. LIII, Zuſatz, und Lehrſ. LI iſt aber 
ABO ＋ Abf. C03 + B02. CO = A0 + B10 + C = 
Se (AR — 90. 
Hieraus folgt a 
A0, + BO + 003? = 4R? ＋ 2 (eo? — 832). 


„ 
Lehrſatz LVI. 


Figur 13. 


Das Rechteck aus dem unteren Pfeile irgend einer Dreiecksſeite in 
das um den Durchmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes verminderte Höhen— 
perpendikel derſelben Seite iſt gleich dem Quadrat vom Radius des ein- 
beſchriebenen Kreiſes, d. h. 

EH. AL = 2. 


Beweis. 
Nach Lehrſ. XVII, Zuſatz 3 iſt 
=, mithin 
( — ) hi = ırı. Ferner ift 


i —r ea 3 
( 5 ) 25 r bra 1) 
Hieraus folgt 


( 25 5 (u. — 2r) = 17, 


oder, was daſſelbe 


EH. AL = 12. 5 


Lehrſatz LVII. 
Figur 13. 


Das Rechteck aus dem unteren Pfeile irgend einer Dreiecks ſeite in 
das um den Durchmeſſer des entſprechenden auswärts tangirenden Krei— 
ſes vermehrte Höhenperpendikel derſelben Seite iſt gleich dem Quadrat 
vom Radius jenes auswärts berührenden Kreiſes, d. h.. 

EH (hi + 21) = nd — 
Beweis. 
Es iſt 


hi = ır, und 


A 8 5 21 = ki (r — ) 


mithin 
? II T 


2 


| 


oder, was daſſelbe 
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) (bi + 27) = ri? 


EH (h + Ar.) = 1.2. — 


Zufak. 
Arr. 
Da hi = > 
I XL 
und bi — 2r = 2 — 
; in Tr 
jo iſt | 
bi -—?r:bh=r:r. Eben fo 
hz — 2r: kb 2 r: 12 
e 
Ferner iſt 
2112 
h ＋E 21 
7 8 ri — 1 
mithin auch 
h.: hi ＋ an =r:r. Eben fo 
hz: hz⁊ E 2r2 = T: 12 
ha: ha + 2rà3 S T: 13. 
Auch hat man noch: 
! — Pr: h 2 „. 
hz — tr: + ?2r = x2: nr? 
ha — ?r : ba + ?2ra = tr? 3 0 
Da ferner 
I e e e ee 
T : T2 = 38 : B82 
E ri 08.32 655 
und A8. BS. CS = ÄRr? (Lehrſ. XXVI) 
Asi BSZCS3 = ARS (Lehrſ. XXVII) 


ſo iſt: 


(hi — Lr) (he — r) (hs — 2r) : (h. 4 2r:) (hz ＋ rz) (ha + Ara) r“: 8. 
d. h.: Das Produkt derjenigen drei Faktoren, welche man erhält, indem 
man von jedem Höhenperpendikel den Durchmeſſer des einbeſchriebenen 
Kreiſes abzieht, verhält ſich zum Produkt derjenigen drei Faktoren, welche 
entſtehen, wenn man zu jedem Höhenperpendikel den Durchmeſſer des 
entſprechenden auswärts berührenden Kreiſes addirt, wie die vierte Po— 
tenz vom Radius des einbeſchriebenen Kreiſes zur vierten Potenz vom 


halben Umfang des Dreiecks. 


Dierter Abſchnitt. 


Die Diſtanzen der wichtigſten Punkte 
im Dreieck. 


Hülfsſatz. 
Figur 10, a und b. 


Zieht man in einem gleichſchenkeligen Dreieck ZAE eine Gerade 78 
aus dem Scheitel 2 nach einem beliebigen Punkt s der Grundlinie AE 
oder deren Verlängerung, ſo iſt das Quadrat dieſer Geraden gleich dem 
Quadrate einer der gleichen Seiten des Dreiecks, minus oder plus dem 


Rechteck aus den beiden Abſchnitten der Grundlinie, d. h.: 
15? = ZA? I As. ES. 


Beweis. 
15? = 10? FE 68? 
= ZA? . A8. ES. 


Lehrſatz LVIII. 


Figur 10. 

Das Quadrat vom Abſtande des Mittelpunkts des umſchriebenen 
Kreiſes von dem Mittelpunkte eines der vier tangirenden Kreiſe iſt gleich 
dem Quadrate vom Radius des umſchriebenen Kreiſes, minus oder plus 
dem doppelten Rechteck aus dieſem Radius in den Radius des betreffen— 
den tangirenden Kreiſes, und zwar minus für den einbeſchriebenen, plus 


für die auswärts berührenden Kreiſe, d. h.: 
28 R = 2Rr 
JSI = RB + 2 Rr. 
18° = R -- 2Rre 
JS = R + 2Rra. 


„ a 
Beweis. 


Im Dreieck ZAE iſt vermöge des vorigen Hülfsſatzes 
282 ZA? — A8. ES. 
Aber n e 
AS.ES = Ahr (Lehrſ. XXXIV), mithin 
282 = B — Akr. 
Eben ſo iſt 
2812 = ZA? 4 A81. ES:. 


Aber A8. ESI = 2Rrı (Lehrſ. XXXIV). 
Demnach 
ZS? = R? + 2Rrı. Eben fo hat man 
2822 = R? + ARız 
2832 = R? + ?2Rr;, 


Zuſatz 1. 


Addirt man dieſe vier Werthe, fo erhält man mit Berückſichtigung 

von Lehrſ. XIII: 
282 + 7812 ＋ 1822 + 2832 = 12R? 

d. h.: Die Summe der Quadrate der Abſtände vom Mittelpunkte des 
umſchriebenen Kreiſes zu den Mittelpunkten ſämmtlicher tangirenden 
Kreiſe iſt gleich dem dreifachen Quadrat vom Durchmeſſer des umfchrie- 
benen Kreiſes. 

Da ferner VS. = VS: = VS; = 2R, ſo iſt auch 

282 + 1812 + 25? + 283? = VSI + VS? + VS32. 


Zuſatz 2. f 


Da VS = 22s (Lehrſ. XXII, Zuſ. 1), 
fo iſt vo? = 4 (R? — 2Rr) 
d. h.: Das Quadrat des Abſtandes vom Mittelpunkt des einbefchriebenen 
Kreiſes zum Mittelpunkte desjenigen Kreiſes, welcher durch die drei Mit— 
telpunkte der auswärts tangirenden Kreiſe geht, iſt gleich dem Quadrat 
vom Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes, weniger dem doppelten 
Rechteck aus dem Durchmeſſer des um- und einbeſchriebenen Kreiſes. — 


Zuſatz 3. 


Da VS? = VS? = VS;? = AR? (Lehrſ. XXII), 
fo hat man mit Berückſichtigung von Zuf. 2: 
VS? + VS? + VS? + VS? = 8R (2R — 1). 
Aber nach Lehrſ. XXIX, Zuſatz f 
SS + S822 + SS? = SR (2R — 1). 


PR 


Hieraus folgt: 
vs? 4 VS,’ + VS22 + VS32 = 8812 + 8822 + 8832 
d. h.: Die Summe der Quadrate der Abſtände von den Mittelpunkten 
der vier tangirenden Kreiſe zum Mittelpunkt desjenigen Kreiſes, welcher 
durch die Mittelpunkte der drei auswärts tangirenden Kreiſe geht, iſt 
gleich der Summe der Quadrate der Abſtände vom Mittelpunkt des ein- 


beſchriebenen Kreiſes zu den Mittelpunkten der drei auswärts berühren⸗ 
den Kreiſe. — 


Zuſatz 4. 


Weil W der Schwerpunkt des Dreiecks SS2S; iſt, fo hat man 
(Lehrſ. XXII, Zuſ. 2) 


VW 7½jVS 
ZW = ½evs 
SW = 2 3 VS 


mithin, mit Rückſicht auf Zuſatz 2: 
VW? = 9 (R — 2Rr) 
ZW 3 (R — 2Rr) 
SW? = (R — 2Rr) 


Lehrſatz LIX. 
Figur 10. 


Der Abſtand der Mitte einer Seite von dem auf derſelben Seite 
liegenden Berührungspunkt des einbeſchriebenen Kreiſes iſt die mittlere 
Proportionale zwiſchen dem dieſer Seite zugehörigen unteren Pfeile und 
dem entſprechenden um das zugehörige Höhenperpendikel verminderten 
oberen Pfeile, d. h.: 

EH: Hs = Hs : DP. 


Beweis. 


Da AD EC ein Viereck im Kreiſe iſt, fo ift 
/ADP = ECO. 
DANN = /HEC. 
Hieraus folgt die Aehnlichkeit der Dreiecke 
AD PI und ECO. 
ADN und ECH. 
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Demnach iſt 
. DP. AD CQ; : CE 
AD:AN= CE: EH, 


mithin 
Dpi: AN = CQı : Ell. e 
0 — 
Aber G00 = AN 5 
i c — b & 
Hs = es = 5 (Lehrſ. XXI Zuf.) 
mithin 


CQ = AN = Us. 


Hieraus folgt ö 
EH: Hs = Hs : DPI. 


Zuſatz 1. 
177 IN 

Da EH = 5 
c — b 


Hs 2 iſt 


ſo erhält man: 


(e — bj? 
DPI = 30) 70 
Zuſatz 2. 


Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
DHC und AQıE 
DCN und AEP. 
folgt: 
N DH : CD=AQı : AE 
CD: CN = AE: EPI, mithin ex quo 


DH: CN = AQı 8 EP}; 


oder da CN — 401 a > = 
. 8 . 
DH.EP, = ( — 9 Nach unſerem Lehrſatz iſt aber 
En b Me, 
. 1 2 . 
Ferner 
DH. EH = BH? 


EDI. DP = AP. 2. 


Hieraus folgt 5 
BH.APı = CH.APı = ½¼ (c? — b). 
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Lehrſatz LX. 


. Figur 13. 
rn a 


Das Prsdukt des Abſtandes vom Mittelpunkt des einbeſchriebenen 
Kreiſes zu irgend einem Höhenperpendikel des Dreiecks plus dem Rechteck 
aus dem unteren Theile dieſes Höhenperpendikels in die Differenz desſel— 
ben Höhenperpendikels und des Durchmeſſers vom einbeſchriebenen Kreiſe 
iſt gleich dem Quadrat vom Radius des einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 

SQ? + Aı0.AL = tr”, 


Beweis. 


Es ift 
AS:AS T: r. 
= SF: S182 
mithin find die Punkte A, F, s in gerader Linie, ferner liegt s in der 
Mitte von Fs, H in der Mitte von ssı; daher ift 
SH || Ad, und 
AL: FL = Ss: Hs, ferner (Lehrſ. LVI) 
T * AL = EH: r. 
Da nun Ss = rx, fo folgt 
T: FL = EH: Hs oder 
SF: FL = EH: Hs 
mithin Es | SL. 
Da nun auch 40 I FL 
jo liegen die Punkte 
E, s, Q 
in gerader Linie. Hieraus ſolgt 
Hs: EH = SQ : Ss, mithin, 


Dass —r, 
Hs? : EH? = SQ? : r? 
Aber Hs? = EH.DP (Lehrſ. LIX), folglich 


Dp: EH = 802: 12. 
Nun iſt aber 
DP = DH — hi 
— AO + EH — hi (Lehrſ. XX, Zuſ. 1) 
mithin 

A0 ＋ EH — bi: EH = 802: 12, folglich auch 

EH: bi — AO = x2: r? — SQ? oder 

EHI AO r S8 
11 


Hieraus folgt 


19 . 12 22 802 

EH 410 
Aber 

12 

BT: AL (Lehrſ. LVD 
mithin 


AL.AAO = r? — 802 und 
S2 + Aı0.AL = 


2. — 


Lehrſatz LXI. 


Figur 13. 


Das Quadrat der Diſtanz vom Durchſchnittspunkt der Höhenperpen⸗ 
dikel zum Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes iſt gleich dem doppel 
ten Quadrat vom Halbmeſſer des einbeſchriebenen Kreiſes weniger dem 
Rechteck aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen in den Radius des dem 


Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 
05% = 2T2 — 2Re. 


Beweis 
5 4 % Dee) 
es t , Tl ll d= I N) 
N 05? = SL? — Aı0.LO 
= 12 + 802 — 410 (AO — AL) 
— 12 — 40.410 + SQ? + Aı0.AL 
Aber SQ? + Aı0.AL = 12, (Lehrſ. LX), demnach 27 


08? = 2r? — 2Re. (Siehe Lehrſ. XLVII Beweis) - 


Lehrſatz LXII. 


Das Quadrat der Diſtanz vom Durchſchnittspunkt der Höhenper⸗ 
pendikel zum Mittelpunkt eines der drei auswärts berührenden Kreiſe iſt 
gleich dem doppelten Quadrat vom Halbmeſſer dieſes Kreiſes weniger dem 
Rechteck aus dem Durchmeſſer des umſchriebenen in den Radius des dem 
Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes, d. h. 

OS? = Ar? — 2Ro. 
- 0822 = 2122 — 2Re. 
05? = 232 — 2Re. 


a - - 
Beweis. 


Verlängert man AA, über A, hinaus um 2r,, nennt den Endpunkt 
dieſer Geraden A2, und verbindet 8 mit Ar und Aa, fo iſt 
05° = AS + 440 (A440 + 21.) Ge) 
= 172 ＋ 8,01? + A,0 (hi + ?rı — AO 
= rn? + 8101 + 410 (bi + 211) — AO.AıO 
Nun iſt aber 
S1: SQ = ASı : AS 
= pn: Fr 
mithin 
8101 = nn und 
8101 2 8 — 


Da nun nach Lehrſ. LVII 
2 
bi ＋ 2ı = — ſo hat man 


x 2 
Sı9ı? + A,O (hi — 211) 112 ( a 219 
T EH 


Nach dem Beweis zu Lehrſ. LX iſt aber 
So 40 ＋ EH — h 


1 . 
1 37 , mithin 
50. _ 40 40 . 40 — h + EI 
12 EH EH 
oder, da AO + 410 = hi iſt 
802 A,O 
OR 2 1 
12 15 EH 


Hieraus folgt 
S104 + 410 (hi + 2) = 
Daher , dl Al = e Re ( r 
0812 = Arı? — 2Re. Eben fo findet man 
OS22 = 222 — 2Re. 
0832 = Ars? — 2Re. 


Zuſatz 1. 


Aus Lehrſ. LXI und Lehrſ. LXII folgt: 
082 4 0S,? + 0822 + 0832 = 202 + ri? + r2* + 13?) — 8Re 
Aber nach Lehrſ. XLVI Zusatz 
* . 12 ＋ 122 + 132 = 8R* — Akg 


ee 


mithin 

0S? + 0872 + 0822 + 055? = 16R (R — e) 
d. h.: Der Durchſchnittspunkt der Höhenperpendikel liegt fo, daß die 
Summe der Quadrate ſeiner Abſtände von den Mittelpunkten der vier 
tangirenden Kreiſe gleich iſt dem Rechtecke aus dem achtfachen Durchmeſ— 
ſer des umſchriebenen Kreiſes in den Ueberſchuß vom Radius dieſes Krei⸗ 
ſes über den Radius des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes. 


Zuſatz 2. 


Bezeichnet man die Mittelpunkte der das Dreieck SıS2Ss tangirenden 
Kreiſe mit S, St, Se, Ss, und die Radien dieſer Kreiſe mit R, Re, 
Na, Ra ſo iſt 

Ss? — 2R2 — AR 
Sts? = 2Ri? — ARr 
Sz — 2R22 = ART 
: S;5? = 2Ri2 — ÄRr. 
Hieraus folgt | 
Ss? + SS? + ©? + Ss? = 2 (R? + R.? + Ne + Rs?) 
— 16Rr. — 
Aber nach Lehrſ. XLVI, Zuſatz, und Lehrſ. XXII 
Re + R.? + Ra? = Rs = 32R2² — Rr 
mithin 
- SS? + SS? + Ss? + Ss82 = 32R ar — 1). 
Nun iſt nach Lehrſ. XXIX, Zuf. 
8812 + 8822 + 8832 i = SR (2R — s 

folglich 

Ss? - Ss? + Ses? + Sas? = 4 (SS? + 8822 + 8832) 

d. h.: Der Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes liegt ſo, daß die 
Summe der Quadrate ſeiner Abſtände von den Mittelpunkten der vier 
das Dreieck 818283 tangirenden Kreiſe gleich iſt der vierfachen Summe 
der Quadrate aus den Abſtänden vom Mittelpunkte des einbeſchriebenen 
zu den Mittelpunkten der drei auswärts berührenden Kreiſe. 

Da ferner (Lehrſatz LVIII, Zuſatz 3) ö 

SS? + 8822 + SS? = VS? + VSI + VS? + VS32), 
fo iſt auch 
Sse + SS? + Ses? + Sas? = 4 (VS? + VS? + VS2 4+- V83?) 
d. h.: Der Mittelpunkt des einbeſchriebenen Kreiſes liegt fo, daß die 
Summe der Quadrate ſeiner Abſtände von den Mittelpunkten der vier 
das Dreieck 8. S2ss tangirenden Kreiſe gleich iſt der vierfachen Summe 
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der Quadrate aus den Abſtänden vom Mittelpunkte des dem Dreieck 
Si8283 umſchriebenen Kreiſes zu ſämmtlichen Mittelpunkten der vier das 
urſprüngliche Dreieck tangirenden Kreiſe. — 


Lehrſatz LXIII. 


Figur 10. 


Das Quadrat des Abſtandes vom Durchſchnittspunkt der Höhen⸗ 
perpendikel zum Mittelpunkte des umſchriebenen Kreiſes iſt gleich dem 
Quadrat vom Halbmeſſer dieſes Kreiſes weniger dem vierfachen Rechteck 
aus dieſem Halbmeſſer in den Halbmeſſer des dem Höhendreieck einbe— 
ſchriebenen Kreiſes, d. h.: 

02? = R? — 4Rę. 


Beweis, 


Zieht man die Geraden AıZ und 012, fo ift in dem Dreieck ZAO:: 
02? A — 40.010. ( , 477) 
Nun ift 010 = 240 (Lehrſ. XXXVII, Beweis) 
und AO.AAO = 2Rę (Lehrſ. XLVII, Beweis) 
mithin 
02? = R? — 4RR.. — 
Zuſatz 1. 


Bezeichnet man den Mittelpunkt des dem Höhendreieck AıBıCı ums 
ſchriebenen Kreiſes mit Zi, fo iſt OZı = ½0 (Lehrſ. XXII, Zuſ. 1) 

mithin 

0212 — !/ıR? — Ro 

d. h.: Das Quadrat des Abftandes vom Durchſchnittspunkte der Höhen 
perpendikel zum Mittelpunkt des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes 
iſt gleich dem Quadrate vom Halbmeſſer des dem Höhendreieck umſchrie⸗ 
benen Kreiſes, weniger dem doppelten Rechteck aus dieſem Halbmeſſer 
in den Halbmeſſer des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes. — 
Dieſelbe Folgerung geht aus Lehrſ. LVIII hervor, indem 0 der Mittel 
punkt des dem Höhendreieck einbeſchriebenen Kreiſes iſt. — 


Zuſatz 2. 
Da zZ in der Mitte von VS liegt, fo iſt in dem Dreieck OS y: 
082 + OV = 2022 + 2822, mithin 
OV = 202° + 2822 — 082. 


S 


Aber 022 = R? — ARE 
SZ? = R? — 2Rr (Lehrſ. LVIII) 
082 = 2r? — 2Re (Lehrſ. LXI). 

Subſtituirt man dieſe Werthe, ſo erhält man für das Quadrat der 
Diſtanz vom Durchſchnittspunkt der Höhenperpendikel bis zum Mittel- 
punkte des dem Dreieck SıS2Ss umſchriebenen Kreiſes den Ausdruck: 

OV = AR (R — T) — 2 (3Rę + 12). — 


Zuſfatz 3. 


Bezeichnet man den Schwerpunkt des Dreiecks ABC mit G, fo iſt 
nach Lehrſ. XXII, Zuf. 2: 


ZIG = 750 
216 = 11602 
0G = 30. 


Hieraus folgt 


Lehrſatz LXIV. 


Der Mittelpunkt Zı des dem Höhendreieck umſchriebenen Kreiſes iſt 
vom Mittelpunkt s des dem urſprünglichen Dreieck umſchriebenen Krei— 
ſes um die Differenz der Radien dieſer Kreiſe, hingegen von jedem Mit⸗ 
telpunkt 8, (S2, Sz) eines das urſprüngliche Dreieck auswärts tangi— 
renden Kreiſes um die Summe der entſprechenden Radien beider Kreiſe 
entfernt, d. h. 

218 — %R B 

ZIS ½ẽR + ui 
4182 ½½R ＋ ra 
2183 —= UoR — Tz. 


Beweis. 


Da 21 in der Mitte von 0 liegt, (Lehrſ. XXII) fo iſt in dem Drei⸗ 
eck 80 
22182 + 2027 = 1282 + 082 
mithin | 


Zus — 5 65 (282 + O82) — 024? 


5 


Aber 

282 = R? — 2Rr (Lehrſ. LVIII) 

05? = 2r? — 2Re (Lehrſ. LXI) 

07,? ee — Re (Lehrſ. LXIII Zuſ. 1) 
Subſtituirt man dieſe Werthe, ſo erhält man: 

2182 = 'hR? — Rr 4 1, folglich 

Z218 = ½R —r. 
Eben fo iſt in dem Dreieck 810 
22181? 4 20212 = 1812 + 05,? 


mithin 
21812 Aa (ZS? + 0812) — 0212 


Nun iſt aber | 
Z5,? = R? + 2Rrı (Lehrſ. LVIII) 


21? — 2Re (Lehr. LXII) 


0812 = 

02,?= R Re (Lehrſ. LXIII, Zuſ. 1), 
mithin 

2181? YıR? + RTI + nr“. 
Hieraus folgt 

ZSı = %R ri. Eben fo hat man 

2182 = R ＋ 12 

245; = ½R + ra. — 

Zuſatz 1 


Aus dieſem Lehrſatz folgt unmittelbar: 
Der dem Höhendreieck A,B,C, umſchriebene Kreis (Zu) berührt 


ſämmtliche vier tangirende Kreiſe des urſprünglichen Dreiecks, und zwar 
die auswärts tangirenden von außen, den einbeſchriebenen Kreis von 


innen (umhüllend). — 
Zuſatz 2. 


Aus dieſem Lehrſatz folgt ferner: 
ZIS ＋ 181 ＋ 2182 +28 =R+ (i ＋ T2 ＋ ra — 1) 


Aber 

1 ＋ 12 ＋ T3 = AR A r (Lehrſ. XIII) 
mithin g 
ZIS + 181 + 1182 + 1183 6R. — 
d. h.: Die Summe der Abſtände vom Mittelpunkt des dem Höhendreieck 
umſchriebenen Kreiſes zu den Mittelpunkten der vier das urſprüngliche 
Dreieck tangirenden Kreiſe iſt gleich dem dreifachen Durchmeſſer des um⸗ 


ſchriebenen Kreiſes. 


„ 


Zuſatz 3. 
Es ift- 
7182 = YıR? — Rr + 1%. 
71812 = 1/;R2 + Br. + 112. 
245? = YıR? + Rra + Tas. 
21832 = AR? + Rız + 13°, 
mithin, wenn man addirt: 
2182 ＋ 21812 + 11822 ＋ 71832 R? ＋ R (Ti ＋ TZ ＋ 13 — r) 
f FF 
Aber f 
ri E T2 ＋ Ta - r = AR (Lehrſ. XIII) 
und re ＋ 11 E 122 + r3? = 8R? — AR (Lehrſ. XLVI). 
Hieraus folgt 
282 E iS 4 ZIS + 2.83 = 13R? — ARe. 
Nun ift nach Lehrſ. LVIII, Zuf. 1 
282 + 2812 + 12822 + 2832 = 12R? 
und nach Lehrſ. LXIII 
072 A4 = R? — Ag. 
Dies führt zu folgender Relation: 
2182 + 21812 + 21822 + ZS? = 482 + ZI? + 2822 + 2832 + 205 
= 482 ＋ 2812 + 2822 + Z53? + 422,? 
d. h.: In jedem Dreieck liegen die Mittelpunkte feiner vier berührenden 
Kreiſe ſo, daß die Summe der Quadrate ihrer Abſtände vom Mittelpunkt 
des dem Höohendreieck umſchriebenen Kreiſes gleich iſt der Summe der 
Quadrate ihrer Abſtände vom Mittelpunkt des dem urſprünglichen Dreieck 
umſchriebenen Kreiſes, plus dem vierfachen Quadrate vom Abſtande der 
beiden letzten Mittelpunkte von einander. — 


Zu ſatz A. 


Da ferner Z in der Mitte von SV liegt (Lehrſ. XXII), fo hat man 
in dem Dreiecke 218 ö 
| ZV ＋ 2182 = 2714? + 2782 
mithin 
ZV? = 2(0 ZII + 282) — 2182 
Aber 22° = 02° = E — Re (Lehrſ. LXIII, Zuſ. 1) 
ZS® = R? — 2Rr 
2182 = kRk— nD?—= iR? — Rr + 1? (Lehrſ. LXIV) 
Hieraus folgt 
ZV? = R (%ꝭR — %) — r (3R + r) 


— 2 — 


nfter Abſchnitt. 


Aufgaben. 


Aufgabe 1. 


Es iſt ein Dreieck ABC gegeben: man IM die Mittelpunkte feiner 
vier tangirenden Kreiſe beſtimmen. 


Auflöſung 1. 


Man halbire die inneren und äußeren Winkel des Dreiecks, fo er— 
hält man ſechs Gerade, welche ſich je drei und drei in vier Punkten durch⸗ 


ſchneiden. Dieſe vier Durchſchnittspunkte ſind die geſuchten Mittelpunk⸗ 
te, .— 


Auflöfung 2. 
Fig ur 10. 


Man conſtruire den umſchriebenen Kreis (2) des Dreiecks ABC und 
errichte auf die Mitte einer Seite BC die Senkrechte DE, welche dem um: 
ſchriebenen Kreiſe in D und E begegnet. — Man verbinde A mit D und 
E durch die Geraden AD, AE, und beſchreibe aus D und E mit den Ra⸗ 
dien DB, EB neue Kreiſe. Dieſe letzten Kreiſe ſchneiden die Geraden 
AD, AE in den geſuchten Punkten 8, Sı, 82, Ss. 


Beweis 
folgt aus Lehrſatz X und Lehrſatz XI. 
Aufgabe 2. 


Von einem Dreieck ſind die Mittelpunkte der drei auswärts berüh⸗ 
renden Kreiſe gegeben: Man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 
12 


S 
Auflöſung. 
Figur 10. 


Es ſeien St, 82, Ss die gegebenen Mittelpunkte; man verbinde die⸗ 
ſelben durch Gerade, fo erhält man ein Dreieck 88283. Zieht man in 
dieſem Dreieck die Höhenperpendikel StA, SB, 830, und verbindet deren 
Fußpunkte A, B, C durch Gerade, fo iſt ABC das geſuchte Dreieck. — 


Beweis 
folgt aus Lehrſ. X. 

Auf gabe 3. 

Figur 14. 


Von einem Dreieck kennt man eine Seite BC, den ihr gegenüber 
liegenden Winkel A und den Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes: man 
fol das Dreieck conſtruiren. 


Auflöſung. 


Man beſchreibe den Kreis (2), in welchem BC als Sehne den ge— 
gebenen Winkel A über ſich hat CEuclid III, 33), halbire den Bogen BC 
in D, und beſchreibe aus D mit BD = CD einen zweiten Kreis (P). 
Sodann ziehe man in der Diſtanz r von BC die Gerade MN mit BC pa⸗ 
rallel und beſtimme den Durchſchnitt S der Geraden MN mit dem Kreiſe 
(D). Zieht man nun Ds, welche dem Kreiſe (2) zum zweitenmal in A 
begegnet, und endlich AB, 40, fo iſt ABC das verlangte Dreieck. 


Zuſatz. 


Da MN dem Kreiſe (D) in zwei Punkten begegnet, fo erhält man 
zwei Dreiecke ABC, A,BC, welche beide den Bedingungen unſerer Auf⸗ 
gabe genügen. — Dieſe Dreiecke find zugleich congruent und unterſchei— 
den ſich durch nichts, als die Lage. — Schneidet MN den Kreis (D) 
nicht, ſo iſt die Aufgabe unmöglich. 


Aufgabe 4. 
0 Figur 15. 


Von einem Dreiecke iſt die Grundlinie BC, der der Grundlinie gegen— 
überliegende Winkel A und die Summe der beiden anderen Seiten gege— 
ben: man fol das Dreieck conſtruiren. 


ARE 
Auflöſung. 


Man beſchreibe über BC als Sehne einen Kreis (2), welcher den 
gegebenen Winkel faßt, errichte in der Mitte von BC ein Perpendikel und 
verlängere dasſelbe, bis es dem Umfange des Kreiſes (2) in D und E 
begegnet. Von D beſchreibe man mit DB als Radius einen zweiten Kreis 
(D), und aus B oder C als Mittelpunkt einen dritten Kreis, deſſen Ra⸗ 
dius die gegebene Summe BF der beiden anderen Seiten iſt. Die Durch— 
ſchnitte des zweiten und dritten Kreiſes verbinde man mit den Punkten 
B und C, und bezeichne die Punkte A, A, in welchem dieſe Verbindungs⸗ 
linien dem Umfange des Kreiſes (2) begegnen. Zieht man nun noch 
AC, AıC, fo erhält man zwei Dreiecke ABC, AıBC, welche beide die Be- 
dingungen unſerer Aufgabe erfüllen. 


Beweis. 


Es ift einzig zu zeigen, daß 
AB ＋ 40 = BF 
iſt. Nun hat man 
J. BFG = 7 are (BC) = 7e Z BD. 
Aber J. BDC = / BAC. Daher auch 
2. BHC = % , BA. 
Ferner iſt 
/ BAC 
Hieraus folgt 
Z ACF = Ya Z BAC 


J. BFC + L ACF 


mithin 
/. ACF = A A 
und . 


folglich auch 


AB ＋ AC = AB T AF 
— BF 
wie verlangt wurde. — 
Aufgabe 5. 
Figur 16. 


Von einem Dreieck iſt die Grundlinie BC, der der Grundlinie gegen⸗ 
überliegende Winkel A, und der Unterſchied der beiden anderen Seiten 
gegeben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 0 


„ ae 
Auflöſung. 


Man beſchreibe über BC als Sehne einen Kreis (2), welcher den 
gegebenen Winkel faßt, halbire den Bogen BC in E und beſchreibe aus 
E als Mittelpunkt mit EB = EC als Radius einen zweiten Kreis (E). 

Sodann beſchreibe man aus B oder C als Mittelpunkt mit dem ge⸗ 
gebenen Unterſchied der Seiten BF als Radius einen dritten Kreis, wel⸗ 
cher den Kreis (E) in F, Fı durchſchneidet. — Man ziehe BF, BF, 
und verlängere dieſelben, bis fie dem Kreiſe CZ) zum zweitenmal in A, 
Al begegnen. Zieht man nun noch 40, 410 fo erhält man zwei Drei⸗ 
ecke ABC, A1B0, welche beide der Aufgabe Genüge thun. — 


Beweis. 


Es iſt einzig zu zeigen, daß 
AB — AC = BF 
iſt. Nun iſt aber 

arc. BE = are. CE 
mithin f a 
AF = AC (Euclid III, 3) 

Hieraus folgt 
AB — AC 


AB — AF 
= BF, 
wie verlangt wurde. — 


Aufgabe 6. 
Figur 10. 


Von einem Dreieck ift eine Seite a, die Summe der beiden anderen 
b —- und der Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes gegeben: man ſoll 
das Dreieck conſtruiren. — 


Auflöſung. 
Nach Lehrsatz XXI iſt 
1 
Ferner iſt SM = r, 


mithin kennt man vom rechtwinkeligen Dreieck As M beide Katheten. Da⸗ 
durch iſt das Dreieck ASM, und in dieſem Dreieck der Winkel SAM be⸗ 
ſtimmt. 


Da nun Z SAM = Ya Z Bad, fo kennt man vom Dreieck ABC 


= 


eine Seite, den ihr gegenüberliegenden Winkel und die Summe der bei— 
den anderen Seiten, folglich iſt unſere Aufgabe auf Aufgabe 4 zurückge⸗ 
führt. 


Aufgabe 7. 


Von einem Dreieck ift der Umfang, ein Höhenperpendikel bi, und 
der Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes gegeben: man ſoll das Dreieck 
conſtruiren. — 


Auflöſung. 


Man ſuche zu dem gegebenen Höhenperpendikel bi, zum Umfang 
2s des Dreiecks und dem Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes die vierte 
Proportionale, ſo daß 

ü B 
ſo iſt a eine Seite des Dreiecks. 

Man kennt demnach vom geſuchten Dreieck eine Seite a, die Sums 
me der beiden anderen b c, und den Radius r des einbeſchriebenen 
Kreiſes, mithin iſt dieſe Aufgabe auf Aufgabe 6 zurückgeführt. — 


Aufgabe 8. 


Von einem Dreieck iſt eine Seite a, das zu dieſer Seite gehörige 
Höhenperpendikel bu, und der Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes ge— 
geben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. 


Auflöſung. 


Man ſuche zum Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes, zu der ges 
gebenen Seite a und dem zugehörigen Höhenperpendikel r die vierte Pro⸗ 
portionale, ſo daß 

e 
fo iſt 28 der Umfang des Dreiecks. 

Man kennt demnach vom geſuchten Dreieck eine Seite, die Summe 
der beiden anderen und den Radius des einbeſchriebenen Kreiſes, mithin 
iſt die Aufgabe auf Aufgabe 6 zurückgeführt. — 


Aufgabe 9. 


Von einem Dreieck kennt man einen Winkel A, das vom Scheitel 
dieſes Winkels auslaufende Höhenperpendikel h. und den Radius r des 
einbeſchriebenen Kreiſes: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 


= DM 


Auflöfung. 
Figur 17. 


Da 2 MAS — In 2 BAG, 
und SM r, 
ſo kennt man im Dreieck Aus ſämmtliche Winkel und eine Cathete Ms, 
d. h. das Dreieck Aus iſt vollſtändig beſtimmt. 

Man conſtruire demnach das Dreieck Aus und beſchreibe über As 
dals Durchmeſſer einen Kreis. — Sodann beſchreibe man aus A als Mit- 

telpunkt mit der Diſtanz hi — r einen zweiten Kreis, welcher den erſten 

in E (EI) ſchneidet. 

Man ziehe nun AE, AE, verlängere dieſelben nach D, De, bis 
AD = AD, = hz iſt, und errichte endlich in D, Di, auf AD, AD die 
Senkrechten BC, BıCı, fo erhält man zwei Dreiecke ABC, ABıC,, wels 
che ganz den Bedingungen unferer Aufgabe entſprechen. — 


Aufgabe 10. 


Von einem Dreieck kennt man eine Seite BC, und die Radien R, r 
des um= und einbeſchriebenen Kreiſes: man ſoll das Dreieck conſtruiren. 


Auflöſung. 
Figur 18. 

Man conſtruire den umſchriebenen Kreis (2), trage BC als Sehne 
in demſelben auf, halbire den Bogen BC in E und beſchreibe aus E als 
„Mittelpunkt mit EB = EC als Radius einen zweiten Kreis (E). So⸗ 
dann ziehe man in der Diſtanz r mit BC die Parallele MN, und bezeichne 
die Punkte 8,87, in welchen dieſe Parallele den Kreis (E) durchſchnei⸗ 
det. — Man ziehe ES, Ess, und verlängere dieſelben, bis ſie dem Kreiſe 
(2) zum zweitenmal in A, Aı begegnen. Endlich ziehe man noch AB, 
AC, AıB, 410, fo erhält man zwei Dreiecke ABC, ABC, welche beide 
die Bedingungen unſerer Aufgabe erfüllen. 


Zu ſatz. 


Die Dreiecke ABC, AıBC find congruent, und unterſcheiden ſich 
durch nichts als die Lage. — 


Aufgabe 11. 
Figur 19. 


Von einem rechtwinkeligen Dreieck kennt man den Radius R des 
umſchriebenen Kreiſes, fo wie die Diſtanz ZS zwiſchen den Mittetpunk⸗ 


ten des um- und einbefchriebenen RU: man ſoll das Dreieck con⸗ 
ſtruiren. — 
Auflöſung. 


Man conſtruire den umſchriebenen Kreis (2), ziehe in demſelben 
den Durchmeſſer BC, halbire den Bogen BC in E, und beſchreibe aus E 
als Mittelpunkt mit dem Radius EB = EC einen zweiten Kreiſe (E). 
Von 2 aus beſchreibe man mit der gegebenen Diſtanz 28 einen dritten 
Kreis, welcher den Kreis (E) in zwei Punkten 8, Sı durchfchneidet. 
Man ziehe ES, ESı, und verlängere dieſelben, bis fie dem Kreiſe (2) 
zum zweitenmal in A, As begegnen. Zieht man nun noch AB, AC, 
AıB, 410, fo erhält man zwei unter ſich eee Dreiecke Su ABC, 
welche unſerer Aufgabe Genüge thun. En 


Aufgabe 12. 
Figur 12. 


Von einem Dreieck iſt ein Winkel A, das vom Scheitel dieſes Win⸗ 
kels auslaufende Höhenperpendikel be, und der Radius R des umfchrie- 
benen Kreiſes gegeben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 


Auflöſung. 


Man conſtruire den umſchriebenen Kreis (ZI, ziehe in demſelben 
einen beliebigen Durchmeſſer DE und trage an DE in D den Winkel 
BDE = !hA auf; von B, wo DB dem Kreiſe CZ) zum zweitenmal be⸗ 
gegnet, fälle man auf DE die Senkrechte BC, und ziehe mit BC in der 
Diſtanz h. die Gerade Ad parallel. Sind nun A, a die Durchſchnitte 
dieſer Parallele mit dem Kreiſe (ZI, fo hat man nur AB, Ad, B, 
&C zu ziehen; dadurch entſtehen zwei unter ſich congruente Dreiecke ABC, 
«BC, welche die Bedingungen unſerer Aufgabe erfüllen. 


Auf gabe 13. 


Von einem Dreieck iſt ein Winkel A, das vom Scheitel dieſes Winz 
kels ausgehende Höhenperpendikel h, und das Rechteck q? der den gege— 
benen Winkel einſchließenden Seiten gegeben: man ſoll das Dreieck con⸗ 
ſtruiren. — 


Auflöſung. 
Man ſuche zu dem gegebenen Höhenperpendikel bi und den beiden 
Seiten m, n des gegebenen Rechtecks (d) die vierte geometriſche Pro— 
portionale 2R, fo daß 


— 96 = 


hi: m = n: 2R oder, was dasſelbe, 
2Rhı = mn = q? iſt. — 

Alsdann iſt SR der Durchmeſſer des umſchriebenen Kreiſes (Lehrſ. 
IV, Zuſatz). 

Man kennt demnach von dem geſuchten Dreieck einen Winkel A, 
das vom Scheitel dieſes Winkels auslaufende Höhenperpendikel b und 
den Radius R des umſchriebenen Kreiſes, mithin iſt unſere Aufgabe auf 
Aufgabe 12 zurückgeführt. 


Aufgabe 14. 


Von einem Dreieck iſt eine Seite BC, der dieſer Seite gegenüberlie⸗ 
gende Winkel A und das Rechteck q? aus den beiden anderen Seiten ger 
geben: man ſoll das Dreieck eonſtruiren. — 


Auflöſung. 

Man beſchreibe über der gegebenen Seite BC als Sehne einen Kreis 
CZ), welcher den gegebenen Winkel A faßt (Euclid III, 33), und ſuche 
zum Durchmeſſer 2k dieſes Kreiſes und den beiden Seiten m, n des 
gegebenen Rechtecks q? die vierte Proportionale ha, fo daß 

2R : m = n: hi, oder, was daſſelbe 
Rn min e 

Sodann ziehe man in der Entfernung hi mit BC eine Parallele und 
beſtimme die Punkte A, Ar, in welchen jene Parallele den Kreis (2) 
durchſchneidet. Zieht man nun AB, A0, AıB, 410, fo erhält man zwei 
congruente Dreiecke ABC, ABC, welche den Bedingungen unſerer Aufs 
gabe entſprechen. — 


Aufgabe 15. 
Figur 10. 


Es iſt ein Winkel BAC und ein Kreis (8) gegeben, welcher beide 
Schenkel des Winkels berührt: man ſoll auf dem Umfang des Kreiſes 
(5) einen Punkt s fo beſtimmen, daß wenn man durch dieſen Punkt 
eine Tangente zieht, der Theil BC derſelben, welcher zwiſchen den Schen— 
keln des gegebenen Winkels liegt, einer gegebenen Strecke be gleich ſei. 


Auſlöſung. 


Man fälle vom Mittelpunkt s auf einen Schenkel Aal des gegebenen 
Winkels die Senkrechte Su, und trage auf denſelben Schenkel von M 
an die gegebene Strecke be auf, d. h. man mache ML = be, errichte 
in L auf MI. die Senkrechte LSı, und beſtimme deren Durchſchnitt Sr 


— 1 5 


2 a eher SEEN worum, en rn dem Kl fe ee, » 
mit AS. Sodann ſbeſchlebe man Aber SS; als Durchmeſſer einen Kreis, Fi 47 5 
und beſtimme die Durchſchnitte 8, C dieſes Kreiſes mit den Schenkeln 
des gegebenen Winkels. Zieht man nun BC, fo geht dieſe durch den = 
geſuchten Punkt s, welcher der e der . BC mit | 
dem Kreis (s) ift (Lehrſ. XXI, Zuſatz)./— 7 me. AR ER, 72 75 7 2 u. 


ee 1 „ ef 
e 


Eine andere Auflöſung dieſer Aufgabe gibt Unger. Siehe Ungers a 
Euclid Aufgabe 381. — 


Aufgabe 16. 


Von einem Dreieck kennt man eine Seite BC, den ihr gegenüber⸗ 
liegenden Winkel A, und den Radius r des einbeſchriebenen Kreiſes: 
man ſoll das Dreieck conſtruiren. 


Auflöſung. 


Man trage den gegebenen Winkel A auf, und beſchreibe mit dem 
Radius r einen Kreis (8), welcher beide Schenkel berührt. — Sodann 
hat man nur auf dem Kreiſe (8) einen Punkt s ſo zu beſtimmen, daß, 
wenn man durch dieſen Punkt eine Tangente zieht, der Theil BC derſel⸗ 
ben, welcher zwiſchen den Schenkeln des gegebenen Winkels liegt, der 
gegebenen Seite des Dreiecks gleich ſei. Die Aufgabe iſt mithin auf 
Aufgabe 15 zurückgeführt. 


Anmerkung. 


Andere Aufgaben, deren Auflöſungen ſich an Aufgabe 15 und 16 
anknüpfen, findet man in Ungers Euclid Aufgabe 383 — 396. 


Aufgabe 17. 
Figur 20. 


Von einem Dreieck iſt die Grundlinie BC, der dieſer Linie gegen⸗ 
überliegende Winkel A, und das Verhältniß m : n der beiden anderen 
Seiten des Dreiecks gegeben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. 


Auflöſung. 
Man theile die Grundlinie BC zweimal nach dem gegebenen Ver⸗ 


hältniß, d. h. man beſtimme die Punkte D, D. fo, daß 


BD: CD = BD. CD. = m: n 
13 


G: bi. 


er u 


iſt (Harm. Vhn. Aufg. 2 S. 4), befchreibe über DDı als Durchmeſſer 
einen Kreis, und zugleich über BC als Sehne einen Kreis (2), welcher 
den gegebenen Winkel faßt (Euclid III, 33). Schneiden ſich dieſe bei⸗ 
den Kreiſe in A, fo hat man nur AB, AC zu ziehen: dann iſt ABC das 
verlangte Dreieck. 


Beweis. 


Da BC in D, Dı harmoniſch getheilt und überbieß ZDAD, = 90° 
iſt, fo find die Winkel BAD, CAD einander gleich (Harm. Vhn., A. 1, 
Lehrſ. XIV). Hieraus folgt 
AB: AC = BD: CD = m: n. (Lehrſ. II, Zuſ.) — 


Zuſatz. 


Der über DDı beſchriebene Kreis iſt der geometriſche Ort für alle 
Dreiecke, deren Grundlinie BC iſt, und in welchem die Seiten AB, A0 
in dem Verhältniß m: n ſtehen. Unger gibt hiefür einen beſonderen 
Beweis in Aufg. 588, der indeß um vieles weitläufiger iſt, als unſer 
aus der Natur des harmoniſchen Strahlenbüſchels fließende Beweis. 


Aufgabe 18. 
Fig ur 20. 


Von einem Dreieck kennt man die Gerade AD, welche den Winkel 
Ahalbirt uud die beiden dadurch gebildeten Abſchnitte BD, CD der Grund⸗ 
linie: man ſoll das Dreieck conſtruiren. 


*. 


Auflöſung. 


Man ſuche zu B, D, C den vierten, dem Punkte D zugeordneten 
harmoniſchen Punkt Di, Harm. Vhn. Aufg. 2.), beſchreibe über PD. als 
Durchmeſſer einen Kreis, und aus D mit der gegebenen Diſtanz AD ei⸗ 
nen zweiten Kreis, der den erſten in A durchſchneidet. Zieht man nun 
AB, AC, ſo iſt ABC das verlangte Dreick. 


Aufgabe 19. 
Figur 21. 


Von einem Dreieck iſt die Grundlinie BC, der dieſer Grundlinie ges 
genüberliegende Winkel A und die Summe der Quadrate der beiden an⸗ 
dern Seiten AB? + 402 = g? gegeben: man ſoll das Dreieck conſtru⸗ 
iren. a 


a RE 
Auflöfung. 


Man beſchreibe über BC als Sehne einen Kreis (Z), der den ges 
gebenen Winkel A faßt (Euclid III, 33), und errichte in der Mitte von 
BC die Senkrechte DE. Sodann conſtruire man ein Quadrat, deſſen 
Seite = q, verbinde in demſelben die Mitten zweier anliegenden Sei— 
ten, und beſchreibe mit dieſer Diſtanz aus B einen Bogen, welcher die 
DE in E durchſchneidet, und endlich aus D als Mittelpunkt mit DE als 
Radius einen Bogen, welcher den Kreis CZ) in A durchſchneidet. — 
Zieht man nun AB, 4, fo iſt ABC das verlangte Dreieck — 


Beweis 
Es iſt 
4 AB? ＋ AC? = ?2AD? + 2BD? 
— 2(DE? ＋ BD?) 
= 2BE?. 
Aber BE = d / /, mithin 


2BE? = qe, folglich 
AB2 ＋ A0 = 2, 
mithin ſind alle Bedingungen unſerer Aufgabe erfüllt. — 


Aufgabe 20. 
Figur 21. 


Von einem Dreieck iſt die Grundlinie BC, der dieſer Linie gegenü⸗ 
berliegende Winkel A, und der Unterſchied der Quadrate der beiden an⸗ 
deren Seiten AB? — 402 = d? gegeben: man ſoll das Dreieck conſtru⸗ 
iren. 

Auflöſung. 

Man beſchreibe über BC als Sehne einen Kreis (Z), der den ges 
gebenen Winkel faßt. — Sodann ſuche man zur gegebenen Grundlinie 
BC und der Seite d des gegebenen Quadrates die dritte geometriſche Bro- 
portionale x, fo daß BC: d = d: x wird, trage die Diſtanz x von 
C an in der Verlängerung von BC auf, fo daß CH, = x wird, halbire 
BH, in H und errichte in H auf BC die Senkrechte AH, welche dem 
Kreiſe (2) in A begegnet. Zieht man nun AB, 40, fo iſt ABC das 
verlangte Dreieck. 
5 Beweis 
Es iſt 

AB? — AQ = BH? — CH? 
= (BH + CH) (BH — CH). 


CE 


wi. 


Aber BH ＋ CH = BC 
BH — CH = CH, = x. 
Demnach \ 
AB? — AC? = BC, x 
= d@ 
wie verlangt wurde. — 


Aufgabe 21. 
Figur 22. 


Von einem Dreieck iſt ein Höhenperpendikel AD = h, ferner die 
aus derſelben Ecke auslaufende Halbirungslinie des entſprechenden Win⸗ 
kels AE l und der Radius R des umſchriebenen Kreiſes gegeben: 
man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 


Auflöfung. 


Man conſtruire den umſchriebenen Kreis (Z), ſuche zu AK = l, 
AD = hi, und dem Durchmeſſer 2k des umſchriebenen Kreiſes die vierte 
Proportionale x, ſo daß 


l: hi = 2R : X 

wird, nehme im Umfange des Kreiſes CZ) den Punkt F beliebig, und 
beſchreibe aus FT als Mittelpunkt mit FA = x einen Bogen, welcher den 
Kreis (ZI in A durchſchneidet. Man trage AE = l von A aus auf 
AF auf und beſchreibe das rechtwinkelige Dreieck AED, von welchem die 
Hypothenuſe AE und eine Kathete AD = hi bekannt find. Sodann 
verlängere man DE, bis es dem Kreiſe (Z) in B und C begegnet, und 
ziehe noch AB, AC, fo iſt ABC das verlangte Dreieck. — 


Beweis. 
Nach der Conſtruktion iſt 
AE. AF = 2Rhı 
Aber 2Rhı = AB. AC (Lehrſ. IV, Zuf.) 
mithin auch 
AE. AF = AB. AC, und 
AB: AE = AF: AC. 
d. h. die Dreiecke ABE und AFC find einander ähnlich, und wegen die⸗ 
ſer Aehnlichkeit iſt 
J. BAE = 19705 EAC, 
folglich ſind alle Bedingungen unſerer Aufgabe erfüllt. — 


— 101 — 


Aufgabe 22. 
Figur 22. 


Von einem Dreieck iſt ein Höhenperpendikel ab = hi, ferner die 
aus derſelben Ecke auslaufende Halbirungslinie des entſprechenden Wins 
kels AE = I, und das Rechteck AB. Ad = q? der von dieſer Ecke aus⸗ 
laufenden Seiten gegeben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 


Auſlöſung. 


Man ſuche zu AE = und den zwei Seiten m, n des gegebenen 

Rechteckes q? die vierte Proportionale, fo daß 
I: m = n: X, oder, was dasſelbe 
k=m = q wird. — 

Sodann ſuche man zu AD = hi, AE = 1 und AF = x die vierte 
Proportionale 2R, fo ift dies der Durchmeſſer des dem geſuchten Dreieck 
umſchriebenen Kreiſes. Dadurch iſt unſere Aufgabe auf Aufgabe 21 zu⸗ 
rückgeführt. — 

Aufgabe 23. 

Von einem Dreieck find ſämmtliche Höhenperpendikel bi, ba, hs ger 

geben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 


Auflöſung. 

Man conſtruire ein Dreieck, deſſen Seiten hı, he, ha find; in die⸗ 
ſem Dreieck fälle man die Höhenperpendikel ar, bi, ei und conſtruire ein 
zweites Dreieck mit den Geraden a1, bi, cı als Seiten. In dieſem Drei⸗ 
eck ziehe man auf irgend eine Seite a, das zugehörige Höhenperpendi⸗ 
kel I und verlängere dasſelbe über die Grundlinie hinaus, bis es gleich 
hi wird. Durch den Endpunkt diefes Perpendikels ziehe man eine Ge⸗ 
rade a mit a, parallel, und verlängere die Seiten br, en, bis fie der a 
begegnen, ſo iſt das zuletzt entſtandene größere Dreieck das geſuchte. 


Beweis. 
folgt aus den Proportionen 
à : b = bz: h 
b: c = ba: hz 
r 
Anmerkung. 
Zwei andere Auflöſungen dieſer Aufgabe findet man bei Diesterweg. 
Siehe deſſen „Geometriſche Aufgaben nach der Methode der Griechen bes 


arbeitet“ Aufgabe 66. — 
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Aufgabe 24. 


Von einem Dreieck find die Radien ru, re, rs ſämmtlicher aus wärts 

berührender Kreiſe gegeben: man ſoll das Dreieck conſtruiren. 
Auflöſung 1. 

Man ſuche zur halben Summe je zweier Radien und dieſen Rad ien 
ſelbſt die jedesmalige vierte Proportionale, ſo erhält man einzeln die drei 
Höhenperpendikel des Dreiecks. Dadurch aber iſt unſere Aufgabe auf 
Aufgabe 23 zurückgeführt. 

Beweis. 

Nach Lehrſ. XVII, Beweis, iſt 

Arara 
12 + T3 


1 = 


Hieraus folgt 


12 ＋ ra 
„ Eben ſo 
Tı 3 
n d EEE nd 

2 
r 7 
„„ 


Auflöſung 2. 


Man ſuche zur halben Summe je zweier der drei gegebenen Radien 
und der halben Differenz derſelben Radien die dritte geometriſche Pro⸗ 
portionale und ziehe dieſe von jener halben Summe ab. Dadurch erhält 
man drei Gerade he, hz, ha, welche nichts anderes find, als, die Hö— 
henperpendikel, mithin iſt unſere Aufgabe auf Aufgabe 23 zurückgeführt. 


Beweis. 
Figur 10. 


Fällt man von D auf AB und 40 die Senkrechten Dh und DN, fo 
„liegen die Punkte N, h, H in gerader Linie (Trſ. Lehrſatz XXXII). 


Da ferner 
Ah = AN 


/ DAh= /ZDAN, 
fo fteht DA ſenkrecht auf Nh, und da DA auch auf AE ſenkrecht iſt, fo 
find die Geraden NH und AE parallel. 
Auch iſt in dem Kreisviereck DNAP, 
J. DNPı = J. DAPı. Ferner 
J. DAI = I DEA = Z DHN 
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mithin 
/ DNPI = Z DHN 
folglich die Dreiecke DNPı und DHN einander ähnlich. Aus dieſer Aehn⸗ 


lichkeit folgt: 
DH: DN = DN: DPI 


Aber Br Aue: 
DN = Dh = — 2 , mithin 
2 Frs 13 — 12 ra — 12 
FCC ↄ˙”²» 5 
2 2 2 * 


Nun iſt aber 
AAı = DH — DPI d. h. 


mithin iſt hi fo beſtimmt, wie in der Auflöſung angegeben wurde; das⸗ 
ſelbe gilt für b2 und bs. — 


Aufgabe 25. 


Von einem Dreieck kennt man zwei Höhenperpendikel he, he und 
die Summe der beiden Seiten a ＋ b = 1, auf welchen jene Höhen⸗ 
perpendikel ſenkrecht ſtehen: man ſoll das Dreieck conſtruiren. — 

Auflöſung. 
Es iſt 
hi: hz = b: a, mithin auch 
bi ＋ hz: hz =I: a und 
hi ＋ hz: hi = 1: b. 

Hieraus beſtimmt man die Seiten a und b. Hat man dieſe gefun⸗ 
den, fo hat man nur mit einer derſelben a in der Diſtanz he eine Pa⸗ 
rallele zu ziehen und dieſelbe mit einem Kreiſe zu ſchneiden, deſſen Mit- 
telpunkt in einem Endpunkt von a liegt und deſſen Radius = b iſt. 
Verbindet man dieſen Durchſchnitt mit den beiden Endpunkten von a, 
ſo erhält man das verlangte Dreieck. — 


Aufgabe 26. 
Figur 23. 
In ein Dreieck zwei Kreiſe zu beſchreiben, welche einander und zu— 
gleich je zwei Seiten des Dreiecks berühren. — 
Auflöſung. 
Man eonſtruire den Mittelpunkt s des einbeſchriebenen Kreiſes und 
fälle von S auf diejenige Seite BE des Dreiecks, welche von beiden Krei— 
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fen zugleich berührt werden ſoll, die Senkrechte Ss. Man verbinde s 
mit A durch die Gerade As; dadurch erhält man zwei kleinere Dreiecke 
ABs und ACs. Beſchreibt man in dieſe kleineren Dreiecke die Kreiſe 
(0), (0), fo find dieſe Kreiſe die geſuchten. — 

Beweis 


Es bleibt zu zeigen, daß die Kreiſe CO), (Q) einander berühren. 
Nun iſt nach Lehrſ. XXI 
As +, AB — Bs 


AD 2 und 
„ 
(D A 2As ＋ AB 1 AC — BC. 
Eben ſo d 5 
AE 2 . 
os = , mithin 
(II) Ak — 2As — AB 1 5 BC 
Aus (D und (II) folgt 
AD = AE. 


Nennt man nun F den Berührungspunkt des Kreiſes (0) mit der 
Geraden As, ſo iſt 
D = Af, mithin auch 
AE = AF, d. h. | 
auch der Kreis (Q) berührt die Gerade As im Punkte FE, mithin berühren 
ſich beide Kreiſe im Punkte F. 


Zu ſatz. 

Errichtet man in D und E Senkrechte auf AB, A0, welche ſich in 
p durchſchneiden, fo iſt wegen ab = AE offenbar auch PD = PE. 
Man kann daher aus P als Mittelpunkt, mit PD als Radius einen drit⸗ 
ten Kreis beſchreiben, der ſowohl die Kreiſe (0), (O) als die Geraden 
AB, Ad berührt. In der obigen Auflöſung liegt daher zugleich die Auflö⸗ 
ſung folgender Aufgabe, welche ſich zugleich bei Diesterweg findet: „An 
einem gegebenen Dreiecke drei Kreiſe zu beſchreiben, wovon jeder die bei⸗ 
den anderen und zwei Seiten des Dreiecks berühre, ſo aber, daß einer 
von ihnen die beiden übrigen umſchließe.“ ee, 

Siehe Diesterwegs geometriſche Aufgaben. Aufgabe 119. 


— . e —— 


Inhaltsverzeichniß. 


Vorbemerkung. 


R bezeichnet den Radius des umſchriebenen, r, ru, ra, Ta die Radien der 
vier berührenden Kreiſe. S, St, Sa, Ss find die Mittelpunkte der vier das 
A SıS2Sz tangirenden Kreiſe (Figur 10), R, Re, Re, Rz die Radien dies 
ſer Kreiſe. e iſt der Radius des dem Höhendreieck A110: einbeſchriebenen 
Kreiſes, e, e2, es die Radien feiner auswärts berührenden Kreiſe. ha, ha, 
ha find die drei Höhenperpendikel des urſprünglichen Dreiecks, s der halbe Um⸗ 
fang dieſes Dreiecks. Eben fo bezeichnet sı den halben Umfang des Hoͤhen— 
dreiecks A1 B10, Sa den halben Umfang des Dreiecks MNP (Figur 12), ss 
den halben Umfang des Dreiecks 8.8283 (Fig. 10). — 


Erſter Abſchnitt. Seite 1. 
Beziehungen zwiſchen den Winkeln und Seiten des Dreiecks. 


Lehrſatz J, Fig. 1, a und b. Wenn Z BAa = / Caq, fo if 
Ba. Bo: : Ca. Cc = AB? : ACꝰ. 
Zuſatz 1, Fig. 2, a und b. Iſt Ba = Ca, fo hat man Ba: Ca 
= _AB? A0. 
„ 2, Fig. 1, a und b. Ba. Ca: Ba. C = Aa? : Ast — 

Lehrſatz II. Umkehrung von Lehrſ I. 

Zuſatz. Fig. 1, a und b. Fällt a mit e zufammen, ſo iſt 

Ba: Ca = AB: AG 

Lehrſatz II, Fig. 3. Ba: Ca = AB? : AC. 

Zu ſatz 15 „ „ Be Di Ca = BE? : CE?; 


A : EG = AD: DE = AB?, BEE, 
Ju fag „ Daz? = Au? + BD? 
Agi? = ma d. 
Zu ſatz ; on Beziehungen zwiſchen zwei collinear liegenden 
1 Dreiecken. — 


Zuſatz 4, 7 2 ML = MN. 
14 
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Lehrſatz IV, Fig. 4. Geht Aa durch den Mittelpunkt 2, fo iſt 
Ba. B : Ca. C = AB? : AC. 
| Zuſatz. Fig. 4. ABAC = 2R.An, 
AB. Ad. BC = 4R.AABC. 
Lehrſatz V, Fig. 5. Wenn Z BAa = (Aa, fo iſt BD = CE. 
Zuſatz, „ „ CA. CE = Ca. CB. 
Lehrſatz VI, „ 6, a und b Wenn Z ABb = L. CBA und 
( Acc = . BCy, fo iſt ö 
C BAO = CA und J BAO. = Z CAQ, 
Zuſatz 1, Fig. 6, a und b. Satz über die Halbirungslinien der 
Winkel eines Dreiecks. 
Zuſatz 2, Fig. 6, a und b. Aa. Bb. C: Ax. B%i Cy = Ab. Be. Ca 
A. By. C. — dag 
Zu ſatz 3, Fig. 6, a und b. (A, c, 7, B) = (C, a, a, B) 
= (C, ar, d, B). 
Lehr ſatz VII, Fig. 7, a und b. AB. AC = BD. CD + AD? — 
Lehrſatz VIII, Fig. 8, a und b. Aus BE = CD folgt AB = AC. 
Lehrſatz IX, Fig. 9, a und b. St / ADE = / AED = / BAG, fo iſt 
AB? = BC. BE 
AC? = BC. CD 
BE: CD = AB?: AC? 
AD? = AE? = BE. CD 
AB. AC = BC. AD = BC. AE 
AB? + ACE = BC? —+ BC. DE. — 
Zuſatz, Fig. 9, a und b. Beſondere Fälle. 


Zweiter Abſchnitt. Seite 14. 
Der umſchriebene und die vier berührenden Kreiſe. 


Lehrſatz X, Fig. 10. Die Punkte D, P, Q liegen einzeln in den Mit⸗ 
ten von S283, 8783, S182. — 
Zuſatz. 8 Durchſchnitt der Hoͤhenperpendikel im Dreieck 818283. — 
Lehrſatz XI, Fig. 10. ES = ESI = EB = EC. — 
Zuſatz, „ „ Der Kreis (2) geht durch die Mitten von 88. 
S2, 883. 
Sg, A, S2, K ö 
Lehr ſatz XII, „ „ i harmoniſche Punkte. 
Zuſatz 1, Fig. 10. Ba: Ca = BK: CK. 
Zuſatz 2, „ „S das Collineations = Centrum der Dreiecke 
ABC und 888283. — 
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Lehrſatz XIII, Fig. 10. r ＋ ra + = 4R A r. 
Lehrſatz XIV, „ „ mm = (A). — 
/ / > Tara to Pla 4 Tals 
=ab+ ac + be — 
Zuſatz 1, Fig. 10. AS.ASı + BS. BS2 + CS. CS; = ab 
+ ac + be. 
Ad. AE = be = ım + Teras. — 
Zuſatz 2, Fig. 10. AS.BS.CS : abe = abe: A8. BS2. CSS. 
| AS3,BS3.C05; = abe. 


us 


Lehrſatz XVI, Fig. 10. ＋ = 1 
1 


Lehrſatz XVII, „ „ 


T 11 12 13 
Zuſatz 1, „ „ner = 1Crirz + rirs + rar) = s(N). 
1 1 1 1 f 
Zuſatz 255 » „ 107 hu — 125 + 7 — 
2rri 
Zuſatz 3, ” 17 hy — 11 — 1 * 
1 1 A 1 
r + 11 = ( ha 5 ba 
A A A 
V 2 5 — — = — 2 = — — 
Lehrſatz XVII, 1 5 8 b 
13 = A . — 
Ss — e 
Zuſatz, „ „ = Vs (s — a) (s b) (s — c) 


(s — a) (s — p) (s - c) = 28. 
Lehrſatz XIX, Fig. 10. rıra ＋ Tirs — 1213 = 82 
Zuſatz 1, „ „ (s — 4)? = nn un ＋ ra). 
Zuſatz = n „ 112 + 122 + 135 — (4R — 192 men 282. 
na ＋ rirs nr — x (I ＋ T2 A rs) 
= 7e Ca ＋ be +0). — 
Lehrſatz XX, Fig. 10. A0 ＋ BO ＋ CO = 20R ＋ r) 
Zuſatz 1, „ „ 40 = 2za = DH — E. 
Zuſatz 5 67 » A,O = EH — DPI 
Zuſatz 3, „ „ A0 ＋ BO = AR: 
Lehrſatz XXI, „ „ AL=B2 = Css = s, AM =s 5 0 
BS = s — b, (Ms — c, 
Zuſatz, Fig. 10. se = b ＋ ci ss = ( bo = 
Sc, 


7 U2 


b,. 
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Lehrſatz XXII, Fig. 10. VS. = VS = VS = AR. VZ = 87. 
Zu ſatz 1, „ „Beziehungen zwiſchen dem urſprünglichen Drei⸗ 
eck und dem Höhendreieck. 
Zuſatz 2, Fig. 10. V, W, 2, s vier harmoniſche Punkte. 
Lehrſatz XXIII, Fig. 10. A SS = 2s. 
Zuſatz, Fig. 10. A SiS283 : A ABC = AR: r. 
Lehrſatz XXIV, Fig. 10. 8 82.8. 83.8283 1628. 
Zuſatz, Fig. 10. 8.82.81 83. S283: AB. AC. BG = AR: r 
Lehrſatz XXV, Fig. 10. 881.882.883 = 16R?r. 
Zuſatz 1, " „ 881.882 883.81 82.81 83.8283 = (4R )J?A. 
S881. 882.883: S182. 8183. 8283 = T. S. 
Zuſatz 2, Fig. 10. Beziehung zwiſchen den Höhenperpendikeln und 
den Radien der um- und einbeſchriebenen Kreife, — 
Lehrſatz XXVI, Fig. 10. As. BS. CS = ARr?. 
„ „A8. BSI. CS 1 = 4Rrr?. 
Zuſatz 1, „ „ AS. BS. CS = (n — 1) (rz — 7) (ra — 5). 
„ „ A8. BSI. CS1 = (11 — 1) (ri ＋ 12) (ri ＋ 13). 
„ „ AS. BS. CS. A8. BS. CS. 482. BS2. (Se. 
Ass. BS3. CS3 = (abe )“: — 
Zu ſatz 2, Fig. 10. As. BS. CS. S884. SS2. SS = T: AR. 
„ „ AS. BS. CS : S8. 882. SS = AB. AC. BC : 
S182. 8183.82 83. — 
Lehrſatz XXVI, Fig. 10. AS:. BS2. CS = R (a ＋ b c)° 
= (I ＋ ra) (ri ＋ 13) (ra +1) — 
Zuſatz 1, Fig. 10. Anderer Ausdruck für Lehrſatz XXVII. 
Zuſatz 2, „ „ A s2.BS3. CS = abe. 
Zuſatz 3, „ „ A8.BS2.CS3 : S182. S1 83.8283 = 8: AR. 
Zuſatz 44, „ „ Asi E B822 ＋ C832 — (AS?+ BS?+ CS?) 
=46R (RA r). 
Zu ſatz 5, „ „ AS ＋ BS22 ＋ CS? = (11 ＋ 12 A 13) 
+ Tıra + Tra + Tara. — 
Zuſatz 6, Fig. 10. A482 = (rz — x) (Ta —r). — 
Lehrſatz XXVIII, Fig. 10. Es. FS. G8 = Aker. 
ESi. PSI. OS1 = 2 Rer.. 
Zuſatz 1, Fig. 10. ESt. PSI. OS + DS. FS2. O S2 + DS3. G83 P83 
e Es. FS. G68 = SBC. 
Zuſatz 2, „ „ 88.882.583 = 16 Rer. 
881.8281. S388: = 16R T. 


Lehrſatz XXIX, Fig. 10. ES2 ＋ FS? ＋ Gs? = R (2R — 1). 
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Zuſatz, Fig. 10. 88.2 + 8822 + SS? = 8R (2R — r) 
AS. BS. CS: 881.882.883 = 881.882.883: (4R ). 
Lehrſatz XXX, Fig. 10. ES + PSI + 05? = 2R(?R + r.) 
FS2?2 + DS? + 0822 = 2R( 2R ＋ r) 
Zuſatz 1, Fig. 10. ES ＋ Fs? + 682 + PSı? + 82“ 
+ Dss? = 12R°?. 
Zuſatz 2, „ „ 8s? + 82812 + 83812 = S8R(2R + r.). 
SSı? + 8822 + SS3? + 81822 + 81832 + 82832 = 48R”. 
Zuſatz 3, Fig. 10. (881. S287. S381)? = (AR ).ASı.BSı.CS:- 
Le h rſatz XXXI, „ „ S182 4 81832 + 82832 = 8R (11 Erz rs). 
Zuſatz, Fig. 10. sse? + SS3? ＋ 82832 = 8RC AR — 11). 
Lehrſatz XXXII, Fig. 10. SS? + 82832 = 882 + 8183 = 8833 
f + SS? = 16R2. — 
Lehrſatz XXXIIIT, Fig. 10. 8.82.8183. S283 = 8182.881882 
a ＋ S. S8. SSt. SS + 8283. 882.883. 
Lehrſatz XXXIV, . „ AS. ES = Rr; ASt. ESI = MRrı 
Zuſatz, Fig. 10. AS.SSı = BS. SS2 = (5.553 = 4Rr. 
AS. SS = 4Rrı. 


2 | 5 
Lehrſatz XXV, Fig. 12, a und b. AABC: AMNP = 2R 3 1 
r3 


Zuſatz 1, Fig. 12, a und b. F. + Fe + Fa = 2AABC + F 


12 
Zuſatz 2% „ ABACBC : MP. Nb. MN = 2B ne 
Tg‘ 
Drit ter Abſchnitt. Seite 51. 
Die Höhenperpendikel. 
Lehrſatz XXXVI. 4 ＋ (A572) 


= b n) (tut 
Zuſatz. ( (A5) 
1 


1 
= b b (- 1 * ae 
9 ehrſatz XXXVII, Fig. 10. Die um AOB, AOC, Bod beſchriebenen 

Kreiſe = Kreiſe (2). 
14* 


— 110 — 


Lehrſatz XXXVIII. AABC = ks. 
Zuſatz 1. ASıS283 : AABC = 28 1 81 
Zuſatz 2. ABC: NAL BICi S R: 
 ASıS2S3 : AAıBıCı == DR Tg 
Bufag 3. ASıS283 : AABC = AABC: AMNP 
Zuſatz 4. AB. AC. BCG: ABI. A1 Cl. BI Ci = 2R: 9 
DE = 
1 
Lehrſatz XXXIX, Fig. 12, au b. MNP: AAıBıG = 27 29 
73 
Lehrſatz XL, e m us 
Zuſatz. S3: S2 = 2R : r 


R: R= SI: 82. 
Lehrſatz XII, Fig. 10. hiheha = 281 KN. 
Züfaz ! ; (½ Kha hzhs) 
f Aa Bb. C = TITera. 
AE. BF. C = 88.1. 882. S838. — 
Sa Sb. Sc = ½½²Rr?; Sia. Sab. Sc = !aRs?. 
S1. S2b. S320 78. AS18283. — 


; Sa Sb Sc 
Zuſatz 2, Fig. 10. Aa n can I 


— ＋— ＋ — 2 2. — 


Zuſatz 3. (AS18283) = R (TI ＋ 12) mn ＋ 13) Cra +1) 

()* = R lat 2) (e ＋ 63) (e + 63). 
Zuſatz 4. hihehs. AS. BS. CS = 8r? (A). — 

Zuſatz 5. hihehs = 2R (eie + es + 268). 


Lehrſatz XIII. S S = R N 
Zuſatz 1. hıha — hıha -- hahz = 2881. * 
Zuſ. 2. TIT2T3 hıhshz = nN3 2r. 


rirz + lars ＋ rarz : hib + hiha ＋ haha = R: 2r. 
Le hir a tz XLIII, Fig 11. — 


Lehrſatz XLIV. a + be . e = AR (2R to) 
Zu ſatz. BO? + CO? ＋ BC? = 4R (2R — 91). 
Lehrſatz XIV. AO? ＋ BO ＋ CO = AR (R — g). 


Zuſatz. A0. BIO. CO: 40. BO. CO = A0. BO. CO: (2R)?. — 

Lehrſatz XIVI. "tn? ＋ 22 ＋ 1? = A0!- 02 + C02 
j ＋ AR? 

Zuſatz. a? ＋ be ++ c? +? L 112 ＋ 122 ＋ 132 = 16. 

Lehrſatz XLVII. 410. B10 + A0. C0 + BIO. CO = 2% (R ＋ 5). 


— 111 — 
Lehrſatz XLVIII. A0. BO ＋ A0. Co + BO. CO = 2R (A0 + B10 
| | C 


+ 10). 

Zuſatz. Fig. 12. AO.BC + BO. Ad en = 4NABC. — 
Lehrfatz II. A,0.B10.C0 : 40.50. 00 = . 2R. 

Zuſatz. ere zes: habs = 9: 2R 

A0. BO. CI O. hihzha = (ABI. Al CI. BI C1). 

Lehrſatz I. R (A0 ＋ BIO T di0) = 12 ＋ R (2r ＋ ). 
Lehrſatz II. 4.02 + BO? ＋ (10 = 82 — (AR — 4). 

Zuſatz 1. A102 ＋ B02 ＋ 40° = abi + aıcı + bıa — 6Re. 

Zuſatz 2. (40 + BO + C10)? = s,? + e (Ar - e). 
Lehrſatz LIL, Fig. 11. 40. + BO2 ＋ C0 = 2 (R g). 
Lehrſatz LH, „ „ 502: 410 = 410: C03. 

Zuſatz. 5 v A,0.Bı0.C,0 = A0,.B02.C03. 
Lehrſatz II. „ „ AO? + BO? ＋ CO? = 2R (40 ＋ Bo 


+ C03). 
Lehrſatz LIV. „ „ A401 ＋ BO * C05 — 42 + 2022 — 810. 
Lehrſatz LVL, Fig. 13. EH. AL. = 12. 
Lehrſatz LVII, „ „ EI 112 + 21) = n?. 
Zuſatz. 1 — 2r: =r:n 
hy 1 85 =r:n 
. 2 , 3 — 
(ha MIELE 2r) (haz 5 2r) Cha Ts 27): (hi — en) 
(hz E 213) (ha + Ars) = rt: 84. 


Vierter Abſchnitt. Seite 77. 
Die Diſtanzen der wichtigſten Punkte im Dreieck. 


Hülfsſatz, dig 10, a und b. 282 = ZA? F AS. ES. — 
Leh rzſatz LVIII, Fig. 10. 282 — R — 2Rkr. 
28? = R + 2RTI. — 
Zuſatz 1, 17 7 282 + 2812 — ZS2? + ZS3? = 12R* 
= Si? -+ VS22 + S382. — 
Zufatz 2 „ „ VS? = AB? 2 RN 
Zuſatz 3), „ „ VS ＋ VS2 + VS? + VS? = SI? 
＋ 8822 ＋ 8832. — 


4 
Jie i, 9 (R — Br); ZW = 


1 
5 (R? — 2Rr); SW? = = (R — 2Rr) 
Lehrſatz LIX, Fig. 10. EH: Hs = Hs: DPI. — 
Zuſatz 1. D a ge 
20 (11 — 1) 
Zu ſatz 25 „ „ CHA, = ½½ (c — bz). — 


Lehrſatz LX, Fig. 13. SQ? = 410.AL = 12. 
Lehrſatz IXI, „ „ 082 = ere — Ahe. 


Lehrſatz LXII. 0812 = An? — 2Ro 
OSa? = 2122 — 2Rg. 
Zuſatz 1. 082 + 0812 ＋ 083? —+ 0832 = 16R(R — ) 
Zuſatz 2. Ss? + Ss? + &S? + S382 


408812 ＋ 8822 ＋ 8832) 
= 4(VS? + VSI ＋ S2 + VS3 r). — 


Lehrſatz LXIM. 
Zuſatz 1, Be 43. 04°? = R? — Re. 
Zuſatz 2, 


Zuſatz 3 


Lehrſatz LXIV. 


— 112 — 0 


02? = R — ARe, 


10. 6% = RR S) — 2 Cane + 2) 


10? = - 9 (* — 4Re). 2.62 — 


4 
55 (R — 105 06? = 9 (R — Ake). 


218 = ½R - 1 
ZSı = YaR 99 55 2182 = ½fR ＋ ra; 
2183 = ½R + f 


Zuſatz 1. 0 79 berührt die Kreiſe (8), S), 
(82 — 
Zuſatz 2. 218 + 781 + 7182 + 2183 = 6R. 
Zu ſatz 3. 2182 + Zis: + 21822 + JiS32 = 782 
+ 2812 + 1822 - 2832 + 4ZZ12. 
Zuſatz 4. ZiV? =ROGOR— 2%) — r (3R r). — 
Fünfter Abſchnitt. Seite 89. 
Aufgaben. 
Aufgabe 1. Es iſt ein Dreieck ABC gegeben, man ſoll die Mittelpunkte 
ſeiner vier tangirenden Kreiſe beſtimmen. 

A 2, Fig. 10. Gegeben Sı, 82, Ss: geſucht A. 

B 3, „ „ Gegeben a, ZA, r: geſucht A. 

: 4, Fig. 15. Gegeben a, EN, b-+ e: geſucht A. 

. 5, „ 16. Gegeben a, ZA, ce —b: geſucht A. 

u 6, „ 10. Gegeben a,b + ec, r: geſucht A. 

„ 7. Gegeben 28, ha, r: geſucht A. 

. 8. Gegeben a, ha, r: gefnit A. 

. 9, Fig. 17. Gegeben ZA, hi, r: geſucht A. 

„ 10, „ 18. Gegeben a, R, r: sn . 

» 11, „ 19. Gegeben Ik = 90°, ZS: gefuht A. 

- 12, „ 12. Gegeben ZA, hi, R: aeg N: 

„ 13. Gegeben ZA, hi, be = 9. geſucht A; 

. 14. Gegeben a, ZA, be = q?: geſucht A. 

" 15, „ 10. Gegeben LBAC und (S): s fo zu beſtimmen, 
daß die durch s gezogene Tangente BC einer gege⸗ 
benen Strecke be gleich ſei. 

4 16. Gegeben a, ZA, r: geſucht A. 

„ 17. Gegeben a, (A, b: = m: n: geſucht N. 

1 18, Fig. 20. Gegeben AD, BD, CD: geſucht 5 

„ 19, „ 21. Gegeben a, 2 b E c = g:, geſucht A- 

„ 20, „ „ Gegeben a, A, c? — b? = d: geſucht A. 

v 21, „ 22. Gegeben hy, AE, R: geſucht A. 

„ 22, „ „ Gegeben hi, AE, be = q: geſucht A. 

1 285 Gegeben hi, he, hs: geſucht IN 

2 24. Gegeben rı, ra, 13: geſucht A. 

1 25. Gegeben hi, he, a E b = 1: geſucht IN: 

„ 26, Fig. 23. In ein Dreieck zwei Kreiſe zu beſchreiben, welche 


einander, und e je zwei Seiten des Dreiecks 
berühren. 
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